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ABSTRAK

Gelanggang deret pangkat teritlak (GDPT) dikonstruksi melalui monoid terurut
kuat S, yang komutatif dan gelanggang komutatif R yang memiliki identitas. Jika
S kanselatif terhadap urutannya, maka R[[S]] merupakan submodul R° atas R[S].
Gelanggang deret pangkat formal (GDPF) sebagai kasus khusus GDPT dipelajari
untuk mengungkap eksistensi koaljabar di dalam struktur GDPF.

Kata kunci: Koaljabar, Gelanggang deret pangkat teritlak, monoid, gelanggang deret pangkat
formal

ABSTRACT

A generalized power series ring (GPSR) is constructed over a commutative strictly
ordered monoid S and a commutative ring with an identity R. If S is cancellative
over its order, we know that R[[S]] is an R[S]—submodule or RS. As a special case
of a GPSR, a formal power series rings (FPSR) are studied to show the existence
of coalgebras in the structures of a formal power series ring.
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1. PENDAHULUAN

Pada makalah ini diasumsikan S {(t,u) € supp(f) x supp(g) | t +u = s}.
monoid terurut tegas atas ’'<’ dan
R gelanggang komutatif dengan elemen Jika S kanselatif atas urutannya, maka
identitas. Gelanggang deret pangkat ter- R[[S]] merupakan subbimodul R® ter-
itlak (GDPT), R[[S]] dikonstruksi oleh  hadap operasi
Ribenboim (1992) melalui operasi pen-
jumlahan titgk der?ni titik dan pergandaan EZ: ries,9(2) = EZ: rig(zsi) (2)

(f*g)(s) = Z f@®)g(u), (1) (gzrﬁsi)(z) = Zrig(siz), (3)

(tu)€Xs(Fg)

untuk setiap f,g € R[[S]] dan s €S, untuk setiap g € R® dan Y, ries, € R[S],

dengan X(f,g) = dengan €4(s) = 1, jika s = s; dan
€s;(s) = 0, jika s # s;. [Surodjo, et al.,
2003]

19



Surodjo dkk, Koaljabar Gelanggang Deret

Selanjutnya, diberikan modul M atas R.
Submodul U di M dikatakan murni ter-
hadap modul N atas R jika pemetaan
kanonik

1® 1IN U®R®N — M® N,

URXNH—uURn

injektif. Jika untuk setiap modul N atas
R, pemetaan kanoinik i®1y injektif, maka
U dikatakan murni di M. Pada kon-
disi N flat atas R, submodul U murni di
M atas N. Karena setiap modul proyek-
tif merupakan modul flat, maka jika N
proyektif, dapat disimpulkan U submodul
murni M terhadap N.[Anderson, 1992]

Untuk selanjutnya notasi U J M
digunakan untuk menyatakan U submodul
M; sedangkan notasi U <t M menyatakan
U subbimodul M.

1.1 Koaljabar di dalam GDPT

Berikut ini dibahas beberapa sifat yang
berkaitan dengan eksistensi koaljabar di
dalam struktur GDPT. Definisi dan no-
tasi yang digunakan merujuk pada defi-
nisi dan notasi yang ada di dalam makalah
Abubhlail et al. (2000), Anderson, (1992),
dan Surodjo et al. (2003).

Makalah Surodjo et al. (2003) memuat
fakta, bahwa untuk sebarang monoid teru-

rut tegas S jika (R[[S]])f =
{g € R(S) | gR[S] MDH atas R},

dengan M DH adalah modul dibangun
secara hingga, maka belum tentu R[S]
subhimpunan (R[[S]])!. Namun jika S
terurut total, terfaktorisasi secara tung-
gal dan G(S) hingga, dengan

G(S)={seS|(@BteS)s+t=0}

maka R[S] C (R[[S]])!. Selanjutnya,
dengan memanfaatkan hasil-hasil yang
diperoleh Abuhlail et al. (2000) dan Suro-
djo et al. (2003) dapat dibuktikan sifat-
sifat berikut ini.

Teorema 1 Diketahut R  gelanggang
Noether dan S monoid terurut total, ko-
mutatif, dan kanselatif atas urutannya.
Jika S terfaktorisasi tunggal, G(S) hingga
dan (R[S])" submodul murni RS, maka
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(R[S], AR(s); €Rr[s))

merupakan koaljabar atas R, terhadap
komultiplikasi

Agis) = (R[S]))" — (R[S))" x (R[S))f
dan kounit egyg) : (R[S — R, dengan

Agg) = m lom®,
m®: R — RS x R®
€R[s] (R[S))' — R, h— h(0),

dan 7 : RS®RS — R5*S pemetaan kano-
nik. [Surodjo et al., 2004]

Namun pada Teorema 1, dipenuhi
R[S] = (R[S])!. Jika R semisederhana
dan Artin, maka (R[S])f submodul murni
R®, sehingga dengan mengganti asumsi

pada Teorema 1 diperoleh sifat yang lebih
khusus.

Akibat 2 Diketahui S monoid terurut
tegas, bebas torsi, komutatif, kanselatif
atas '<’, terfaktorisasi secara tunggal,
G(S) hingga dan narrow. Jika R gelang-
gang semisederhana dan Artin, maka R[S]
merupakan koaljabar atas R terhadap
komultiplikasi Agis) dan kounit egjg).

Jika S monoid yang kanselatif terhadap
urutannya, maka R[[S]] subbimodul R®
atas R[S].

Teorema 3 Diketahui S monoid yang
kanselatif terhadap wrutannya. Jika
R gelanggang Artin dan semisederhana,
maka

(RIS, Arysypts €aysy))
merupakan koaljabar atas R.

Setiap lapangan R pasti semisederhana
dan Artin, sehingga sesuai Teorema 3
melalui monoid terurut kuat S yang kanse-
latif terhadap urutannya dapat dibuk-
tikan (R[[S]])f koaljabar atas R.

Selanjutnya, jika R gelanggang Artin
dan semisederhana, maka R][[S]] modul
proyektif atas R, sehingga (R][[S]])° sub-
modul murni R8I, Akibatnya

((R[[ST®, mEs)s 1)
koaljabar atas R.
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1.2 Koaljabar Atas GDPT

Pada GDPT R[[S]], didefinisikan
(RI[S]]) ={f | f: S — RI[[S]] pemetaan},
dan Bf =
{9 € B | g(R[[S]])[S] MDH atas R[[S]]},

untuk sebarang B < R[[S]]. Dengan mem-
perhatikan hubungan antara gelanggang
semisederhana dan Artin, regular, Noether
atau lapangan pada R[[S]] dan B, seperti
yang dikemukakan Hungerford (1974)
diperoleh koaljabar atas GDPT.

Teorema 4 Diketahui :

1. R gelanggang Noether,

2. (S, <) monoid terurut tegas, narrow,

kanselatif, bebas torsi, dan
3. Terdapat si,...,s, € S—G(S) yang

memenuhi S =< s1, ..

Pernyataan-pernyataan berikut dipenuhi:

1. Jika B < (R[[S])® atas (R[[S]])[S]
dan B*<(R][[S]])® murni atas R[[S]],

maka
(Bf7 ABf, GBf>

merupakan koaljabar atas R[[S]],
dengan

A = 7 tom®, dan

egr : BY = R[[S]], hw~— h(0),

dengan ™ pemetaan kanonik :

(RIST) @r(RI[ST)™ — (RIS

2. Jika (R[[S]][[S]))' S(RI[S]])® murni,

maka (R[[S]][[S]T)f koaljabar atas

RHSH terhadap A(R[[S]][[S]Df dan
E(RISNISTE -

3. Jika (R[[S)][S)! < (R[[S]])® murni,
maka (R[[S]][S])Y koaljabar atas

RHSH, terhadap A(R[[S}][S])f dan
€(RI[s)Is])!)-
Selanjutnya, diberikan gelanggang

Noether R dan keluarga monoid terurut

. Sn > +G(S).

tegas
(517 Sl)a (SQ7 SQ)? Tty (S’I’L7 STL)

yang narrow dan bebas torsi. Jika untuk
setiap 4, terdapat monoid dibangun se-
cara hingga T;, sehingga S; = T; + G(S;),
maka R[[(x}_,S;)]] Noether terhadap
'<lew>  Akibatnya, jika B subbimodul
(R[[(x7_,S)])i=1%)  atas  gelanggang
(RI[(x =y S)IDI(x7y 8)] dan B' submo-
dul murni (R[[(x7;S)]]))*=15)  atas
R[[(x"_,S;)]], maka B! koaljabar atas
R[[(x}1S;i)]] terhadap Aps dan epr.

Penambahan syarat  semisederhana
dan Artin pada R tidak selalu beraki-
bat R[[S]| semisederhana dan Artin, se-
hingga masih diperlukan syarat tamba-
han agar modul atas R[[S]] yang ditelaah
merupakan modul murni. Syarat-syarat
tambahan tersebut terlihat pada dua sifat
berikut ini.

Teorema 5 Diberikan monoid terurut
tegas S yang subtotal, komutatif, dan:

1. TerdapatT C S, dengan T tak hing-
ga, narrow, dan Artin,

2. S grup bebas torsi, dan
3. R semisederhana yang Artin.

Jika B > (R[[S]))® atas (R[[S]])[S], maka
(BY, Age, ege) koaljabar atas R[[S]]. Lebih
khusus lagi

(RISTIIST s A rysyysyyt €rusnsy)”)

dan ((R[[SNISD', Awgsyisyt €risys)t)
merupakan koaljabar atas R[[S]].

Akibat 6 Untuk setiap i = 1,2,---, n,
diketahui (S;, <;) monoid terurut tegas
dan komutatif. Jika:

1. Terdapat Ty, C Sk, dengan 1 < k <
n, T} tak hingga, narrow, dan Artin,

2. Untuk setiap i = 1,...,n, S; grup
bebas torsi,

3. R semisederhana dan Artin,

maka pada Xx7}'S; terdapat urutan <7,
sehingga

(R[[X?S% j“[[X?SM j“)fv Al? 61)
dan  ((R[[x}Si, X|[xPSi), Az, e2)
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merupakan koaljabar atas R[[XDS;, <],
dengan

Aq
Ny =

AR[xrs;, <) €1 = €R[[xn S, <]

AR|xrs;,<]), dan € = €g[ixnsg, <]-

2. HASIL PENELITIAN

Beberapa bentuk khusus GDPT dapat
dikontruksi dengan mengambil

S=N,={0,1,2,...}

sebagai monoid yang komutatif ter-
hadap operasi jumlahan bilangan. Jika
R gelanggang komutatif dengan elemen
identitas, maka relasi urutan

m<n jika n—meN,,

(4)

untuk setiap m,n € N,, mendefinisikan
GDPT R|[[N,]] yang isomorfis dengan

+o00
Rlz]] ={Y_riz' | ri€e Rii=0,1,....}.
=0

Gelanggang ini disebut gelanggang deret
pangkat formal (GDPF) yang memuat
gelanggang polinomial R[x] sebagai sub-
gelanggang; sedangkan R[x| merupakan
GDPT melalui N, relatif atas urutan triv-
ial.

Akibat 7 Diberikan gelanggang Noether
R. Jika (R[z])f submodul murni RNe,
maka R[x] merupakan koaljabar atas R,
terhadap

Apg = 7 om®,
mo . RNO N RNOXNO,
€R[x] R[l’] — R, h— h(O),

dan 7w : RNe @ RN — RNo>No pemetaan
kanonik.

Bukti: (N, +) merupakan monoid teru-
rut total, komutatif, kanselatif terhadap
urutannya dan G(AN,) hingga. Untuk se-
tiap n € N, — {0} berlaku n = nl, se-
hingga N, terfaktorisasi secara tunggal.
Sesuai Teorema 1, (R[z], Ag[y), €R[s]) koal-
jabar atas R. O
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Penggantian syarat R Noether dengan
semisederhana dan Artin pada Akibat 7,
mengakibatkan syarat (R[z])f submodul
murni RV° pasti dipenuhi, sehingga Rlx]
koaljabar atas R terhadap A gy, dan epg(,).

Hal tersebut menyebabkan sifat berikut
ini dipenuhi.

Akibat 8 Jika R gelanggang Artin dan
semisederhana, maka

(BRI, Ariagys €(agal))

merupakan koaljabar atas R.

Bukti: Telah diketahui R[[z]] subbimodul
RNe atas R[z]. Sesuai Teorema 1, maka

(BRI, Arialys €cagal))

koaljabar atas R. O

Selanjutnya, jika S = N = {1,2,...},
maka terhadap operasi perkalian bilangan
S merupakan monoid yang komutatif dan
G(N) hingga. Untuk setiap n € N — {1}
berlaku n = Hf;lp?i, dengan p; elemen
prima, sehingga N terfaktorisasi secara
tunggal.

Jika R gelanggang komutatif dengan
elemen identitas, maka GDPT yang diban-
gun melalui R dan (N, x) selaku monoid
terurut atas relasi urutan 4 diberi sim-
bol dengan R[[N]]; dan gelanggang poli-
nomial di dalamnya diberi simbol R[N].

Akibat 9 Diberikan gelanggang Noether
R. Jika (RIND! submodul murni RV,

maka
(RINT, Ariag, €rIN)

merupakan koaljabar atas R, terhadap ko-
multiplikasi

Arn : RIN] — RIN] @R RIN]
dan kounit eppn : RIN] — R,

AR[N] = 7T_10m., m.ZRNHRNXN

dan egp 2 RINT — R, h— h(0),

dengan  : RNQRN — RNN pemetaan
kanonik.
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Bukti: Karena N monoid terurut total
yang komutatif, G(N) hingga dan ter-
faktorisasi secara tunggal, maka sesuai
Teorema 1, (RIN], Agny, €rv)) koaljabar
atas R. a.

Akibat 10 Jika R gelanggang Artin
dan semisederhana, maka

(RINT, Arys €rvg)
merupakan koaljabar atas R.

Selanjutnya, jika R gelanggang Artin
dan semisederhana, maka:

1. (R[[z]])° murni di REl*] dan
2. 1))° murni di REIV,

5
=

Akibatnya R][[z]] dan R[[N]] keduanya
modul proyektif atas R, sehingga:

L. (R[[z]])° < (R[[«]])* dan (R[N]])° <
(RIN]))* murni,

2. ((RIa]))’, iy i3yyy) onljabar
atas R, dan

3. ((RHM])O7m(ﬁ[[/\[ﬂyﬂ?{[[/\/”) koaljabar
atas R.

Pada kasus R lapangan, (R[[z]])°
submodul murni RFI# sehingga R[[z]]
proyektif dan  ((R[[z]])% mB. Ky
koaljabar atas R. Dengan analog dapat
ditunjukkan (R[[N]])° koaljabar atas R
terhadap mOR[[M] dan ,U,%HM].

Selanjutnya, pada bagian ini diberikan
monoid komutatif S yang terurut kuat
dan monoid N, terhadap relasi urutan dan
jumlahan bilangan. Gelanggang deret
pangkat yang terbentuk melalui gelang-
gang komutatif R, memiliki beberapa
struktur, di antaranya:

L R[[S][[z]] dan R[[z]][[S]],
2. R[S][[«]] dan R[«][[S]].

Dengan mengkaji modul (R[[S]])V° atas
R[[S]] diperoleh sifat berikut ini.

Teorema 11 Diketahui R gelanggang
Noether dan S monoid terurut tegas. Jika

1. (S, <) narrow, kanselatif dan bebas

torsi
2. Terdapat s1,82,--+,8, € S—G(S)
sehingga S =< s1,-+-, 8, > +G(S).

Pernyataan-pernyataan berikut dipenuhi:

1. Jika B >a (R[[S]])V° atas R[[S]][z]
dan BY submodul murni (R[[S]])V°
atas  R[[S]], maka (BY, Ap, epr)
koaljabar atas R][S

2. Jika (R[[S])[[z]])} submodul murni
(RI[STNe, maka (R[[S))[[z]])" koal-
jabar atas RHSH terhadap A(R[[S]H[zﬂ)f
dan €(g[ls])(fa]))"

3. Jika (R [[S]][ DE submodul murni

(R[[S)N°, maka R[[S]][:U] koaljabar
atas R[[S]] terhadap A gysya)r dan
C(RISN[=D)f

Bukti: Dengan asumsi 1, 2, dan 3, R[[S]]
gelanggang Noether, sehingga sesuai
Teorema 1 diperoleh sifat 1 dan 2.

Lebih lanjut, monoid N, terurut total
dan terfaktorisasi tunggal, dengan G(N,)
hingga. Jadi (R[[S]][z])" = (R[[S]])[x];
dan dengan asumsi (R[[S]][z])" submodul
murni (R[[S]])"° akan berakibat

(RI[ST=], ARpis))ia)» €RI[S]][2])
koaljabar atas R[[S]]. ]

Secara analog dapat dibuktikan sifat
di atas juga berlaku jika letak S dan N,
dipertukarkan.

Selanjutnya, diasumsikan R gelanggang
Noether dan S monoid terurut tegas yang
komutatif dan memenuhi salah satu di
antara kondisi berikut ini:

1. § grup, narrow dan bebas torsi
2. S monoid numeris

3. S submonoid N, dengan n > 2
dan dibangun secara hingga.

Berdasarkan asumsi tersebut gelanggang
RJ[[S]] Noether, sehingga sesuai Teorema
11, jika B < (R[[S]])Me atas R[[S]][z] dan
B submodul murni (R[[S]])V° atas R[[z]],
maka (B, A g, er) koaljabar atas R[[S]).
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Akibatnya, jika (R[[S]][z])! submodul

murni (R[[S]])V°, maka R[[S]][x] meru-
pakan koaljabar atas RJ[[S]], terhadap

AR[s])ie] dan 5[z
Hal ini juga berlaku untuk keluarga
monoid terurut tegas

1), (S2,<2),- -+,

yang narrow, bebas torsi, dan untuk
setiap 7, terdapat submonoid 7T; yang
dibangun secara hingga dan

(Sl,g (Sn’gn)

Si =T, + G(S)).

Dengan asumsi tersebut gelanggang
R[[(x"_;S;, <")]] Noether, sehingga jika
B subbimodul (R[[(x},S)]])Ve atas
(RII(x=yS)N)[2] dan B'S(R[[x 1, S;])Ne
murni atas R[[(x™,S;)]], maka B’ koal-
jabar atas gelanggang R[[(X]~1S5;)]]-
Selanjutnya, diberikan monoid S dan
S1 yang komutatif dan terurut tegas ter-
hadap masing-masing urutannya. Kon-
disi semisederhana dan Artin pada R][[5]]
merupakan syarat cukup agar untuk se-

barang B < (R[[S]])%" atas (R[[S]])[S1],
Bf submodul murni di (R[[S]])*" atas
RJ[[S]]. Akibatnya (Bf, Apgt, €5t) koaljabar
atas R[[S]].

Teorema 12 Diketahui S subtotal dan
1. Terdapat himpunan tak hingga T C
S, T narrow dan Artin,

2. S grup komutatif dan bebas torst,
dan

3. R gelanggang semisederhana Artin.

Jika B < (R[[S]))V° atas R[[S]][z], maka
(BY, Apgt, ept) koaljabar atas R[[S]]. Aki-
batnya

f
((RIST=Is A (rpsnam® €RsH*)

dan (R[[S]][x], Ag(s) (), €R)(s)a))
koaljabar atas R[[S]].

Bukti: Akibat asumsi 1, 2 dan 3, R[[S]]

semisederhana dan Artin. Jika B subbi-
modul (R[[S]])V atas R[[S]][z], maka B
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submodul murni atas R[[S]]. Jadi B koal-
jabar atas R[[S]], terhadap , Agr dan €.

Karena N, monoid terurut kuat
yang kanselatif dan terfaktorisasi secara
tunggal, maka R[[S]][[z]] dan R[[S ]H }
(R[[S]))">. Akibatnya (R[[S]][[=]])" d

(R[[S]]]=))f submodul murni (R[[S]])NO
atas R[[S]], sehingga sifat terbukti. O

Syarat semisederhana dan Artin pada
R di dalam Teorema 12 dapat diganti den-
gan syarat lain.

Teorema 13 Diketahui S terurut subto-
tal dan:

1. Terdapat himpunan tak hingga T C
S, T narrow dan Artin,

2. S grup komutatif dan bebas torsi,
dan

3. R reguler dan untuk setiap himpunan
elemen-elemen idempoten tak nol di
R yang secara berpasangan orthogo-
nal selalu hingga.

Jika B subbimodul R[[S]])° atas R[[S]][z],
maka (BY,Age,ept) koaljabar atas R[[S]].
Modul

(RIS A¢rsyian® €SI

dan (R[[S]][x], Arys) ], €R[s))(]) merupa-
kan koaljabar atas R[[S]].

Bukti: Gelanggang (R][S]] semisederhana
dan Artin. Dengan alasan yang analog
de- ngan bukti Teorema 12, sifat terbukti.
O

Teorema 14 Untuk setiapt =1,2,---,n,
diketahui (Si, <;) monoid terurut tegas
subtotal dan komutatif. Jika :

1. Terdapat himpunan tak hingga T}, C
Sk untuk suatu 1 < k < n, T}, nar-
row dan Artin,

2. Untuk masing-masing ¢ = 1,...,n,
S; grup bebas torsi, dan

3. R gelanggang semisederhana Artin,

maka terdapat urutan ‘<’ di
sehingga

n
XiSZ',
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1. ((R[[x8s, l[=]])', A, e1) dan
2. (R[[xi'Si, X])[x], Az, €2)

merupakan koaljabar atas R[[x}S;, <]],
dengan

A1 = AR(xrs, <l
€1 = ER[xrS;, <)
Az = Ap[x»s;,<la), dan
€2 = €R[x15, <))

Bukti: Untuk menyingkat ditulis
X?S@ =S.

Untuk setiap ¢, (5;,<;) monoid terurut
tegas subtotal, sehingga (.S, <"**) monoid
terurut tegas subtotal. Karena S; grup
bebas torsi yang komutatif untuk masing-
masing ¢, maka S juga grup bebas torsi
yang komutatif. Selain itu S; kanselatif
terhadap urutannya. Akibatnya S kanse-
latif terhadap ’<!**’, sehingga dapat
ditemukan ’<’ yang finer dibanding ’'<‘¢*’
yang mengakibatkan monoid (5, <) teru-
rut tegas dan total.

Selanjutnya, dapat dibentuk T =

{(04,..

dengan 0; € S;. Jelas T subhimpunan
xS;i, tak hingga, narrow dan Artin ter-
hadap ’<!**’. Urutan ’<’ finer dibanding
'<lew> sehingga T narrow dan Artin ter-
hadap ’=<’.

Karena monoid S kanselatif terhadap
'=’, maka R[[S, =]][[S, =]] dan R[[S, =]][S]
subbimodul (R[S, <]])* atas R[[S, <]]. Di
sisi lain gelanggang R[[S, <]] Artin dan
semisederhana, sehingga

(RIS, <N[[=])", Av, ex)

dan (R[[S, =]][x], Ag,€2) koaljabar atas
gelanggang R[[S, <]]. m

'>Ok—17$70k+17 s >On) | ENS Tk’}a

Sifat tersebut juga berlaku untuk
setiap monoid terurut total S. Adanya
fakta, bahwa setiap lapangan merupakan
gelanggang semisederhana dan Artin
mengakibatkan sifat berikut ini berlaku.

Teorema 15 Diberikan monoid terurut
tegas S yang komutatif. Jika R lapangan
dan S grup bebas torsi dan

(Vs € 8)(3k e N) (ks <O V ks> 0),
maka

(RISNI', A rispialyr €rgsiia)
koaljabar atas R|[S]].

Jika S terurut subtotal (total), maka
pertidaksamaan Teorema 15 dipenuhi, se-
hingga dapat disimpulkan, bahwa jika R
lapangan dan S grup bebas torsi yang
komutatif, kanselatif dan terurut subto-
tal, maka

(RIS A syt €rs)))

merupakan koaljabar atas R[[S]].
3. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan di
atas dapat ditarik kesimpulan, bahwa
dengan menggunakan konstruksi koaljabar
gelanggang deret pangkat tergeneralisasi,
melalui suatu gelanggang semisederhana
dan Artin  dapat disusun koaljabar
gelanggang deret pangkat formal. Un-
tuk itu diperlukan syarat tambahan pada
monoid penyusunnya.
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