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ABSTRAK

Penanaman modal, produks dan konsums adalah tiga hal yang berkaitan. Total
kekayaan dan pemasukan dari suatu proses produks berubah setiap saat dan
digambarkan senantiasa mengikuti model gerakan random Brownian. Makalah ini
membicarakan bagaimana kita dapat memilih modéd investas dengan menentukan
jumlah konsums yang optimal. Adapun fungs utilitas yang digunakan adalah fungs
logaritma sehingga dengan mengasumsikan kontrol konsums dan tingkat suku bunga
bank adalah konstan maka penyelesaian ekplisit dapat diperoleh.

Kata kunci: Fungs utilitas, optimal kontrol, persamaan diferensial stokastik, model gerakan
Brown.

ABSTRACT

Investment, production and consumption are the three factors interconnected. The
worth of capital and income production is change by time through random Brownian
motion. In this paper, it will be discussed how to choose the investment model or sum
consumptions policies to maximize the expected discounted of utility function. In this
paper, the utility function to be used isthe logarithmic function utility and by assuming
that consumption control and interest rate are constant. Then by this manner the
explicit solution can be obtained.

Keywords: Utility function, optimal control, stochastic differential equations, Brownian
motion.
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1. PENDAHULUAN

Sdah satu Model stokastik dalam
ekonomi adalah berkaitan dengan total
produks dan jumlah hutang dari suatu
perusahaan. Nila suatu kekayaan
dilambangkan dengan K; yang nilainya
senantiasa berubah setiap waktu mengikuti
jumlah investas yang ada.

Pergerakan nilai kekayaan suatu
perusahaan dan jumlah pemasukan dari suatu
proses produks  dapat  digambarkan
mengikuti model gerakan Brown. Masadah
dari penanam moda dalam hal ini, investor
adalah  senantiasa  berkeinginan  untuk
memaksmumkan jumlah konsums atau
pembelanjsan dari total nilai kekayaannya
sehingga diperoleh  keuntungan  yang
maksmum. Fungs tujuan yang berkaitan
dengan masalah diatas adalah memaksimum-
kan nilai

¥
J=Egeu(c,)d (L1
0
beserta pembatas

d>0, ¢=0,dan X>0, (1.2
dengan U(C,) adalah fungs utilitas dengan
(Fleming dan Pang , 2004),
C=aX 1.3
Daam menyelesaikan permasalahan
ini  diperlukan kaian mengenai  teori
probabilitas yang merupakan dasar dari
penyelessian dalam bidang stokastik,
demikian juga pengertian dasar daam
matematika keuangan (Steel, 2000).
Makaah ini dibagi menjadi lima
bagian yaitu dalam Bagian 1 memaparkan
latar belakang penelitian dan literatur yang
berkenaan dengan makalah ini. Bagian 2,
menyediakan beberapa definisi dan teorma
yang berhubungan dengan makaah ini.
Bagian 3 dipaparkan tentang rumusan
masalah dari makalah ini dan dalam Bagian 4
disgikan diskus dan penyelesaian dari
rumusan masalah tersebut. Bagian 5
disertakan kesimpulannya.

2. DEFINISI DAN TEOREMA
2,1 Definis 2.1 (Sted, 2000)

Koleks variabel random {X(t), t =0}
dikatakan mengikuti proses model gerakan
Brown jika,

(i) X(0) =0,

(>iD{ X(t),t=0} senantiasa tetap dan naik secara
Independent,

(iii)Untuk setigp t>0, X(t) berdistribusi
normal dengan mean O dan varians s°t.

Berdasarkan definis diatasjika s =1, maka
proses tersebut dinamakan mode gerakan
Brown standar dan dinotasikan  sebagai
{B(t),t=0} dan ini dapat ditunjukkan,

200 e viy=0, @D
eSS g S
dan Varge)ﬂ.—(:jz izVar (X (1) = 3 2:
&s g s s
(2.2

=t

Dapat disimpulkan bahwa secara umum
proses model gerakan Brown yang diberikan
dalam Definis 2.1, dapat dibawa kebentuk
proses standar dengan memisalkan X(t)/s
sebagai variabd random.

2.2 Definis 2.2 (Kao dan Edward, 1996)

Dimisakan B(tf) memenuhi sifat
proses model gerakan Brown standar, dan X
= {X(t), t=0} adaah proses stokastik maka
persamaan yang didefinisikan

dX(t) = (X (t),t)dt +s (X (t),t)dB(t)
disebut persamaan diferensial stokastik.

2.3Teorema2.llto'sLemma
(Oksendal, 1995)

Jka F(X,t) fungs vyang dapat
didiferensialkan dua kali terhadap t dan X
adalah proses random dengan persamaan
diferensid Ito

dX, =b(X,)dt +s (X,)dB(t),
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maka
dF = F dX, +F,dt +%FXXS 2q

3. RUMUSAN MASALAH

Misalkan N; dan P, melambangkan
jumlah unit produksi dan satuan unit harga
padawaktu t. Maka total dari pendapatan K
adalah

Kt = tht (31)
Jka |, adalah investas rata-rata, maka dapat
diperoleh,
It dt = Ptht

yang menggambarkan bahwa perubahan
jumlah investas sama dengan harga
persatuan unit produks dikalikan dengan
perubahan  jumlah  produksi.  Dengan
mendiferen-sialkan persamaan (3.1) terhadap
t maka diperoleh,

dK, = NGR + RaN, = N R+ RaN

t

ﬁ+ PdN, = Kt%+ l.dt. (32

t t

:Kt

Dimisalkan bahwa Y; menunjukkan rata-rata
pemasukan dari suatu proses produks maka
dapat dituliskan persamaan sebagal berikut,
Ydt = b N,dt (3.3
dengan b, adalah koefisien produktifitas.
Jkal, dan C; masing-masing melam-
bangkan jumlah hutang dan konsums rata-
rata pada waktu t, maka persamaan perubahan
jumlah hutang dapat dituliskan sebagai
berikut,
st :[rtLt +1 +C, - Yt]dt' (3'4)
denganr, adalah tingkat suku bunga rata-rata.
Diandaikan bahwa tingkat suku bunga bank
adalah konstan.
Dengan menggunakan hubungan

antara K; dan L; maka total kekayaan pada
waktu t yang dinotasikan dengan X; adalah,

X, =K - L. (35)
Berdasarkan persamaan (3.1) hingga (3.4)
serta dengan mendiferensialkan persamaan
(3.5) terhadap t maka diperoleh persamaan,

dx. = Kt%ﬂtdt- rLdt- 1.0t - Cdt+BN,dt
t
(36)
(KR AKX G G o
-dt dt+Q_— dty,
SR §7 f

(3-7)
Dengan perantaran persamaan (1.3) dan
k=K/X;, dan tingkat suku bunga dianggap
konstan (r,=r) diperoleh,

e &
dX, = X,é Ll rk, - )+C—lqk‘—dtu
2 R tﬁ g
(3.8
Pergerakan nila P, dimodekan
mengikuti  model gerakan Brown W,

persamaan diferensial stokastiknya adalah,
dP, = P,[m(P )dt +$ dw,],

dengan S > 0, w, mode gerakan Brown
standar, dan p(P,) pada persamaan (3.9)
mempunyal penyelesaian tunggal yang positif
jika P,>0. Jka (P, =p (konstan) maka P,
disebut mode gerakan Brown logaritma.
Pergerakan produktifitas by dimodet
kan mengikuti model gerakan Brown w; yang
senantiasa berubah terhadap perubahan waktu

bdt = bdt+ s dw, (3.10)

dengan b>0, s>0, w model gerakan Brown
standar. Model gerakan Brown W, danw,
dimisalkan berkorelas dan nilainya
E(W w,)=r tr|ee. (311)
dengan E(\W).EW)=0.
Bentuk forma dari persamaan (3.8)
sekarang diberikan dalam bentuk,
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dXt = thm(a) +£' r
: P 5
Dengan memilih kontrol investas k;, kontrol
konsumsi ¢, dan variabel tetap X, dan P, d>0
serta  fungs  utilitasnya  U(cX) akan
ditentukan berapa nilai variabel kontrol agar
diperoleh hasil yang maksimum, hal ini dapat
ditulis sebagai berikut
¥
J=E¢F U (e X, )dt (313)
0
Dengan fungs pembatasnya c,,k;=0 dan X>0.

4. DISKUSI DAN PENYELESAIAN
MASALAH

Daam makalah ini digunakan fungsi
logaritma sebagai fungs utilitasnya yaitu,

U(C)=logC, (4.1
dengan ¢, = C/X; bernila konstan c. Berda-

sarkan asums ini kebijakan untuk penanaman
modal secara optimal dapat diperoleh

¥
J=E¢p?Ulc,X )dt, d>0
0
¥
=E¢g “log(c, X, )dt
0
¥
=Eg“ (logc +log X, )dt
0

¥
:dllogc + g “ Ellog X, ]dt .
0

Dengan mengaplikasikan aturan dalam
Teorema 2.1 untuk D log X; maka diperoleh,

E[logX]=logX,+(r- OT+....

t

Eflog X,] =log x, + OE[Q(K,, R)dt+(r - )T

4.3
dengan X, = X, jumlah kekayaan awal,

Qk, Ry = - 2R

> (4.4)

k”+a,(R) ki,

Sk, dt+(r - ¢)dt +$ K d, +

s k,

u
dw, (312

t

C

a,(P) :é(s‘ﬁaz +2r SR +s?), (45)
t

az(R)=m(F%)+%- (. (48

JkaP,>0, makadiperoleh P,>0. Oleh karena
itu untuk setigp Py, Q(k;,P,) adalah maksimum

dengan pembatas k; =0, dengan k;
didefinisikan sebagai berikut
Y a,(P)
k, = :,:1(&) (a,(P)?2 0) @7
i0 (a,(P)<0)

sehingga persamaan (4.3), E[logX;] mencapai
nilai maksimum jika diberikan k untuk O=t=T
dan nilainya seperti disgjikan pada persamaan
(4.7).Berdasarkan uraian di atas maka dipero-
leh preposis sebaga berikut; Preposisi:
Untuk sebarang T>0 dan kontrol konsumsi
diketahui konstan (C; = ¢ untuk 0=t=T) maka
kontrol investas k; untuk O=t=T menjadikan
E[logX;] akan mencapai maksimum.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan uraian dari bagian empat
dapat dismpulkan bahwa untuk sebarang
T>0, penyelesaian eksplisit dari penyelesaian

¥
fungs tujuan J=Egp *log(c, X, )dt
Cp * loglex et P

diperoleh dan fungs akan mencapal
maksimum yang hanya tergantung pada nilai
kontrol investas yaitu k; dengan asums
bahwa c,=c adalah konstan dan 0=t=T .

é 0. Ted %?* §s k? 6.0 DAFTAR PUSTAKA
Eéé'e“mﬁ-r%t- s+ 2K S0 K oy
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