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INTISARI

Makalah ini membahas suatu aljabar himpunan semua bilangan kabur (fuzzy
number) yang dilengkapi dengan operasi maximum dan penjumlahan. Aljabar ini
merupakan perluasan aljabar max-plus melalui aljabar max-plus interval dan
Teorema Dekomposisi dalam himpunan kabur. Dapat ditunjukkan operasi maximum
dan penjumlahan yang didefinisikan melalui potongan-alfa tertutup dalam himpunan
semua bilangan kabur tersebut. Selanjutnya himpunan semua bilangan kabur yang
dilengkapi dengan operasi maximum dan penjumlahan tersebut merupakan semiring
idempoten komutatif.

Kata-kata kunci: semiring , idempoten, aljabar max-plus, bilangan kabur.

ABSTRACT

This paper discussed an algebra of the set of all fuzzy number that completed by
maximum and addition operation. This algebra is an extension of max-plus algebra
through interval max-plus algebra and Decomposition Theorem in fuzzy set. The
finding show that maximum and addition operation through alpha-cut is closed in this
set of all fuzzy number. Furthermore, the set of all fuzzy number that completed by
maximum and addition operation is a commutative idempotent semiring.
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1. LATAR BELAKANG

Aljabar max-plus (himpunan R U{-x},
dengan R adalah himpunan semua bilangan
real, yang dilengkapi dengan operasi
maximum dan  penjumlahan) telah
digunakan  untuk  memodelkan  dan
menganalisis jaringan untuk waktu aktifitas
deterministik. Dalam masalah pemodelan
dan analisa suatu jaringan di mana waktu
aktifitasnya belum diketahui dengan pasti,
waktu aktifitas jaringan dimodelkan dalam
suatu bilangan kabur (fuzzy number).

Akhir-akhir ini telah  berkembang
pemodelan jaringan yang melibatkan
bilangan kabur. Pemodelan dan analisa
suatu sistem jaringan yang melibatkan
bilangan kabur, sejauh penulis ketahui,
belum ada yang menggunakan pendekatan
aljabar max-plus. Dengan pendekatan ini
maka akan diperlukan  pembahasan
mengenai suatu aljabar dengan elemen-
elemennya berupa bilangan kabur dengan
operasi maximum dan penjumlahan yang
didefinisikan di dalamnya. Aljabar ini
diharapkan dapat memberikan landasan
analisa jaringan dengan waktu aktifitas
kabur melalui pendekatan aljabar max-plus

Konsep-konsep dasar aljabar max-plus
secara lengkap telah dibahas dalam Bacelli,
et al. (2001), di mana aljabar max-plus

merupakan semifield yaitu  semiring
komutatif yang setiap elemen taknolnya
mempunyai  invers terhadap  operasi
perkalian.  Operasi-operasi  aritmatika
seperti +, —, x, /, max dan min pada
bilangan kabur pada umumnya

didefinisikan dengan menggunakan Prinsip
Perluasan (Extension Principle) dan dengan
menggunakan potongan-a (a-cut) yang
didasarkan pada Teorema Dekomposisi.
Hal ini dapat dilihat dalam Zimmerman,
H.J. (1991) Lee, K.H. (2005) dan Susilo, F.
(2006). Dalam Susilo, F. (2006) ditegaskan

bahwa setiap bilangan kabur dapat
dinyatakan  secara  tunggal  dengan
menggunakan potongan-o-nya.  Karena

potongan-« suatu bilangan kabur berupa
interval tertutup maka operasi-operasi
aritmatika pada bilangan kabur dapat
dinyatakan menggunakan operasi-operasi
aritmatika interval tertutup. Ditegaskan
juga dalam Susilo, F. (2006) bahwa operasi
bilangan kabur dengan menggunakan
Prinsip Perluasan dan dengan
menggunakan potongan-« adalah ekivalen.
Pembahasan mengenai semiring telah
dikembangkan ke dalam Analisis Interval
Idempoten oleh Litvinov, G.L.,
Sobolevskii, A.N. (2001). Analisis Interval
Idempoten ini membahas semiring dengan
elemen-elemennya berupa interval tertutup.
Dalam literatur di atas dikatakan bahwa
himpunan semua interval tertutup dalam
suatu semiring idempoten juga merupakan
semiring idempoten dengan operasi yang
bersesuaian. Ditunjukkan juga bahwa sifat-
sifat yang dimiliki semiring juga dimiliki
oleh semiring himpunan semua interval
tertutup tersebut.

Dengan memperhatikan hasil-hasil di
atas, aljabar max-plus dapat diperluas ke
dalam aljabar max-plus interval, di mana
elemen-elemennya berupa interval tertutup
dalam  aljabar ~ max-plus  tersebut.
Selanjutnya dengan mengambil
pengoperasian maximum dan penjumlahan
bilangan kabur melalui potongan-a-nya,
akan dapat dikembangkan struktur aljabar
max-plus bilangan kabur. Terlebih dahulu
akan ditinjau beberapa konsep dasar dan
hasil dalam aljabar max-plus, himpunan
kabur dan bilangan kabur yang menjadi
landasan pembahasan aljabar max-plus
bilangan kabur.

2.  TINJAUAN TEORI

2.1 Aljabar Max-Plus
Dalam bagian ini ditinjau konsep dasar
aljabar max-plus. Pembahasan selengkap-
nya dapat dilihat pada Baccelli et.al (2001),
Rudhito A (2003) dan Schutter (1996).
Suatu semiring (S, +, x) adalah suatu
himpunan tak kosong S yang dilengkapi
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dengan dua operasi biner + dan x, yang

memenuhi aksioma berikut:

i) (S, + ) adalah semigrup komutatif
dengan elemen netral 0, yaitu Va, b, ¢
eS (@a+b)+c=a+(b+c),a+b =
b+a,a+0 =a.

i) (S, x) adalah semigrup dengan elemen
satuan 1, yaitu Va, b,c € S, (axb) xc
= ax(bxc), axl=1xa = a,

iii) Elemen netral O merupakan elemen
penyerap terhadap operasi x, yaitu Va
€S, ax0=0xa = 0.

iv) Operasi + distributif terhadap x, yaitu
Va,b,ceS,(a+b)xc = (axc)+(b
xc), ax (b+c) = (axb)+(axc).

Semiring (S, +, x) dikatakan idempoten
jika operasi + bersifat idempoten, yaitu Va
€ S:a+ a=a, dan dikatakan komutatif jika
operasi x bersifat komutatif. Suatu semiring
komutatif (S, +, x) disebut semifield jika
setiap elemen tak netralnya mempunyai
invers terhadap operasi x. Jika (S, + )
merupakan semigrup komutatif idempoten
maka relasi “<” yang didefinisikan pada
S dengan X < y < x +y =y merupakan
urutan parsial pada S. Operasi + dan x
dikatakan konsisten terhadap urutan “<”
dalam S bhb jikax < y,makax+z <y +z
danxxz <yxz,VXxYy,zeS. Dapat
ditunjukkan  bahwa dalam  semiring
idempoten (S, +, x) operasi + dan x
konsisten terhadap urutan =< dalam S.
Semiring (S, +, x) dengan elemen netral 0
dikatakan tidak memuat pembagi nol bhb
jika xxy=0 maka x=0atauy=0, V x,
y e S.

Diberikan R, := R u{¢ } dengan R
adalah himpunan semua bilangan real dan ¢
: = —oo. Pada R, didefinisikan operasi
berikut: Va,b € R, a ® b := max(a, b) dan
a® b :=a+b. Dapat ditunjukkan bahwa
(R, @, ®) merupakan semiring idempoten
komutatif dengan elemen netral &= —w0
dan elemen satuan e = 0. Lebih lanjut (R,,
®, ®) merupakan semifield, yaitu bahwa
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(R,, ®, ®) merupakan semiring komutatif
di mana untuk setiap ae R terdapat —a
sehingga berlaku a ® (-a) = 0. Kemudian
(R, , ®, ®) disebut dengan aljabar max-
plus, yang selanjutnya cukup dituliskan
dengan Rax-

Karena (Rmax , @) merupakan semigrup
komutatif idempoten, maka relasi “<_”

m
yang didefinisikan pada Rm.« dengan x <.,
y & X @y =y merupakan urutan parsial
pada Rpyax. Lebih lanjut relasi ini
merupakan urutan total pada Ry.x. Karena
Rmax merupakan semiring idempoten, maka
operasi ® dan ® konsisten terhadap urutan
<m, Yaitu Va, b, ¢ € Ry, jikaa <, b,
makaa®c <, b@c,danad®c <, b®c.

Aljabar max-plus Rp. tidak memuat
pembagi nol yaitu V x, y € R, berlaku: jika
X®y=¢gmakax=¢ atauy = &

2.2 Himpunan dan Bilangan Kabur

Berikut ditinjau pengertian dan konsep
dasar himpunan dan bilangan kabur. Uraian
lebih  lengkap dapat dilihat dalam
Zimmermann, H.J., (1991), Lee, K.H.
(2005) dan Susilo, F. (2006).

Suatu himpunan A dalam semesta X
dapat dinyatakan dengan fungsi
karakteristik ya : X — {0, 1} yang
didefinisikan dengan aturan

1, jikaxe A

xax) = {O,jikax ¢ A
Himpunan kabur K dalam semesta X
dinyatakan sebagai himpunan pasangan
terurut K = {(x, Ui (X)) x € X }, di mana

untuk setiap x € X.

1 adalah fungsi keanggotaan himpunan

kabur K, yang merupakan suatu pemetaan
dari semesta X ke interval tertutup [0, 1].
Pendukung (support) suatu himpunan kabur
K, dilambangkan dengan pend( K ) adalah
himpunan tegas (crisp) yang memuat
semua anggota semesta yang mempunyai

derajat keanggotaan taknol dalam K, yaitu
pend(K) = {xeX |u, (x) > 0} Tinggi
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himpunan  kabur IZ,
dilambang-kan dengan tinggi( K ),
didefinisikan  sebagai tinggi(lZ) =
sup { ¢, (X)}. Suatu himpunan kabur K

xeX

(height)  suatu

dikatakan normal jika tinggi( K ) =1
Gabungan dua buah himpunan kabur
K dan L adalah himpunan  kabur
KoL dengan fungsi keanggotaan
U p () = max{pe (X), w4 (¥} untuk
setiap X € X. Sedangkan irisan dua buah
himpunan kabur K dan L adalah himpunan
kabur Km[dengan fungsi keanggotaan
U () = min{ gz (x), g-(¥)}, untuk
setiap x e X. Jika Izl, Knadalah

himpunan-himpunan kabur berturut-turut
dalam semesta Xy, ..., X, , maka hasilkali
Cartesius K, x ... x K, adalah himpunan
kabur dalam X; x ... x X, dengan fungsi

keanggotaan s < Xy, vy Xp ) =
1% X8y

min{yIzl x), ..., Hi X}

Untuk suatu bilangan a € [0, 1],
potongan-« suatu himpunan kabur IZ,
yang dilambangkan dengan pot“(lZ) =
K“, adalah himpunan crisp (tegas) yang
memuat semua elemen semesta dengan

derajat keanggotaan dalam K lebih besar
atau sama dengan «, yang didefinisikan

sebagai K“= {xeX | u(x) > a}. Salah
satu sifat potongan-« suatu himpunan
kabur K adalah jika a; < o maka K% c
K“ yang disebut dengan sifat tersarang
(nested). Suatu himpunan kabur K

dikatakan konveks jika K“ konveks Vo €
[0, 1].

Teorema 1 (Teorema Dekomposisi) Jika
K“ adalah potongan-« himpunan kabur

K dalam semesta X dan K<adalah
himpunan kabur dalam X dengan fungsi

keanggotaan . (X) = a x,.(X), di mana
X adalah fungsi karakteristik himpunan
K*, maka K = [ JK“

ael0,1]

Bukti: Susilo, F. (2006, pp. 74 — 75).

Teorema 2 (Teorema Representasi) Jika
{K“}, Va e [0, 1] adalah keluarga
himpunan dalam semesta X yang memenuhi
sifat tersarang (nested), yaitu jika o <
maka berlaku K“>K” v, g e [0, 1],
maka terdapat dengan tunggal himpunan
kabur L dalam semesta X sedemikian
hingga L =K*“, va € [0, 1].

Bukti: Didefinisikan himpunan kabur L
dalam  semesta X yang  fungsi
keanggotaannya yang didefinisikan dengan
t: (X) = supa . Ambil sembarang S € [0,

xeK*
1]. Ambil sembarang x € L’ akan
ditunjukkan bahwa x € K”. Karena x €
L’ , maka f < p-(x) = supa . Karena

xeK*®
sifat tersarang maka K” 5K dan
K(S:ﬂKa , dengan 6 = supa . Karena &

a<s xeK*

=supa, maka x € [|K“= K?, sehingga x

xeK* a<s

e K’.Jadi I ¢ K’ untuk setiap g < [0,
1]. Ambil sembarang g < [0, 1]. Ambil
sembarang x e K’ akan ditunjukkan
bahwa xel”’. Karena xe K”dan sifat
tersarang, maka f < supa. Menurut

xeK?*
definisi - diperoleh g < u-(x), sehingga
terbukti xe L7, Jadi K’c L7, untuk
setiap £ < [0, 1]. Dengan demikan terbukti
bahwa K”= L. Andaikan terdapat
himpunan kabur M dalam semesta X
sedemikian hingga M“=K“, Va € [0, 1].
Karena K* = L, Va € [0, 1], maka
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berakibat M*=L", Va e [0, 1], sehingga
H-= u;, yang berarti M= L. Jadi
terbukti terdapat dengan tunggal himpunan

kabur L dalam semesta X sedemikian
hingga L“=K*,Va e [0,1]. =

Berikut ditinjau mengenai  Prinsip
Perluasan dalam himpunan kabur. Misalkan
f adalah fungsi dari  X; x ... x X, ke Y, dan
K,, ... K,adalah himpunan-himpunan
kabur berturut-turut dalam semesta Xj, ...,
Xn. Fungsi f dapat diperluas menjadi fungsi
bernilai kabur f : F(X; x ... x X;) > F(Y),
di mana F(X; x ... x X;;) dan F(Y) berturut-
turut adalah himpunan kuasa kabur dari
semesta X; x ... x X, dan Y, dengan aturan
sebagai berikut. Untuk setiap himpunan

kabur K x .. x K e F(X; x .. x Xp),

f (K. x .. x K.) adalah himpunan kabur
dalam F(Y) dengan fungsi keanggotaan
/u?( le..xﬁn)(y) =

sup  minGisg (%), i (x,)}

y=f (X, X,
jika3(x,....X,) e X; x..x X,
Y= (XyX,)
0
jikav(x,....,x,) € X; x..x X,

y# (X, X,)
Bilangan kabur a didefinisikan sebagai
himpunan kabur dalam semesta R yang
memenuhi sifat berikut:
i) normal, yaitu a*' = &
i) Va e (0, 1], a“ adalah interval tertutup

dalam R, yaitu 3a“, a“ € R dengan

a’< a“ sedemikian sehingga a“ =
[a“,a”]={x e R| a“<x< a" }.
iii) pend(Q) terbatas.
Untuk « = 0, didefinisikan bahwa a° =
[inf(pend(a)), sup(pend(a))]. Karena
setiap interval tertutup dalam R adalah

konveks maka a“ konveks Va € [0, 1],
sehingga a konveks.
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Suatu bilangan kabur titik a adalah
bilangan kabur dengan fungsi keanggotaan

= {LHer=e
0, lainnya

Salah satu tipe bilangan kabur yang
sederhana adalah bilangan kabur segitiga.
Bilangan kabur segitiga a, yang
dilambangkan dengan BKS(a;, a, ap),

adalah suatu bilangan kabur dengan fungsi
keanggotaan

x—a1’ a<x<a
a-aq

) =127 acx<a,
-

0, lainnya

dimanaa; #aataua=a,.
Nampak bahwa potongan-a
adalah

a’=[(a-a)a+a;, —(a—a)a + ay] dan
pend(a) = (ay, ay). _

Dua bilangan kabur a dan b dikatakan
sama jika g, =u-. Karena g, = - maka
berlaku a* = b*, Va € [0, 1]. Sebaliknya
menurut Teorema Dekomposisi jika a“ =
b*, Va € [0, 1], maka u; = u. . Dengan

a di atas

demikan dapat dikatakan bahwa a =b
jika dan hanya jika a* = b”, Va € [0, 1].
Operasi-operasi aritmatika bilangan kabur
dapat didefinisikan dengan menggunakan

prinsip perluasan atau dengan
menggunakan potongan-c. Dengan
menggunakan prinsip perluasan
didefinisikan  operasi-operasi  bilangan

kabur berikut. Misalkan a dan b adalah
bilangan-bilangan kabur.

i) Maksimum a dan b, Vyaitu
4 @ b adalah himpunan kabur dengan

fungsi  keanggotaan: . .-(2) =
sup min{ 4z; (x), 45 ()}
7=X®y

ii) Penjumlahan ddan b, yaitu 3 ® b
adalah himpunan kabur dengan fungsi
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keanggotaan: Hizs,(2) =

sup min{ ; (X), 44 (Y)}-

Sedangkan  dengan  menggunakan
potongan-« didefinisikan operasi-operasi

bilangan kabur berikut. Misalkan a dan b
adalah bilangan-bilangan kabur. dengan a“*
= [a“,a"]dan b = [b*,b"], di mana
a“ dan a“ berturut-turut adalah batas
bawah dan batas atas interval a“
sedangkan untuk b” dan b analog,

i) Maksimum a dan b, |Vyaitu
i @ b adalah himpunan kabur dengan
potongan-a-nya adalah interval [a” ©

b”, a_“eab_“], untuk setiap « < [0, 1].
i) Penjumlahan d dan b, yaitu
Za®b adalah himpunan kabur
dengan potongan-a-nya adalah

interval [a“ ® b*, a_"®b_“], untuk
setiap « € [0, 1].

3. CARA PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian
yang didasarkan pada studi literatur yang
meliputi  kajian-kajian  secara teoritis.
Terlebih dahulu akan dikaji aljabar max-
plus interval, yang merupakan perluasan
aljabar max-plus, di mana elemen-
elemenya berupa interval-interval. Hasil
pembahasan ini akan digunakan sebagai
dasar pembahasan aljabar  max-plus
bilangan kabur melalui potongan-a-nya
yang berupa interval. Selanjutnya dengan
memperhatikan struktur aljabar max-plus
interval, akan dikonstruksikan  dan
diselidiki aljabar max-plus bilangan kabur.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pembahasan aljabar max-plus ini
didasarkan pada analisis idempoten interval

dalam Litvinov, G.L., Sobolevskii, A.N.
(2001)

Definisi 1 Misalkan S adalah himpunan
terurut parsial dengan relasi <. Suatu

interval  (tertutup) dalam S adalah
himpunan bagian S yang berbentuk x =

[x,X]={xeS|x < x <X} dengan x dan
X € S berturut-turut disebut batas bawah
dan batas atas interval [x, X].

Misalkan x dan y adalah interval dalam
S. Perhatikan bahwa interval X c vy jika dan
hanya jika y < X <X <y . Secara khusus
X =y jika dan hanya jika x=y dan X=y.
Sebuah interval dengan x dengan x= X
merepresentasi suatu elemen dalam S.

Contoh 1 Telah diketahui bahwa Ryax
merupakan  himpunan terurut parsial

dengan relasi =, . Interval dalam Rpax
berbentuk x =[x, X] ={X € Ryax | X <,
X =y, X} Bilangan X € Rpa dapat
dinyatakan dengan menggunakan interval x
= [x, X]. Interval dalam R, misalnya [2,
3], [-4, 1], [0, 0] = 0, [¢ & = ¢ dan
sebagainya.

Diberikan (S, +, x) adalah suatu
semiring idempoten dan tidak memuat
pembagi nol, dengan elemen netral O.
Didefinisikan I(S) = { x =[x ,X]| x, X €
S,0=<x =< x}u{[0,0]}

Pada I(S) didefinisikan operasi + dan X
dengan x+y = [x+Yy, X+y] dan xxy =
[xxy, Xxy] , VX, y e I(S). Dapat

ditunjukkan bahwa  operasi  yang
didefinisikan di atas terdefinisi dengan baik
(well defined), yaitu memenuhi syarat
tertutup dan bernilai tunggal.

Teorema 3 Diberikan (S, +, x) adalah
suatu semiring idempoten dan tidak
memuat pembagi nol, dengan elemen netral
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0. (I(S), +, x) merupakan semiring
idempoten dengan elemen netral 0, = [0, 0]
dan elemen satuan 1, = [1, 1].

Bukti: Bahwa I(S) tertutup terhadap
operasi + dan X sudah dijelaskan pada
penjelasan setelah pendefinisian operasi
interval di atas. Selanjutnya karena operasi-
operasi + dan x pada (I(S),) didefinisikan
komponen demi komponen dari S, maka
sifat-sifat pada (I(S), +,x) mengikuti
seluruh sifat-sifat pada (S, +,x) yang
merupakan semiring idempoten, dengan
elemen netral 0 dan elemen satuan 1.
Dengan  demikian  terbukti  bahwa
(1(S), +, x ) merupakan semiring idempoten
komutatif dengan elemen netral 0, = [0, 0]
danelemensatuan 1,= [1,1]. =

Contoh 2 Telah diketahui (R, ©, ®)
merupakan semiring idempoten dan tidak
memuat pembagi nol, dengan elemen netral
e Didefinisikan I(R), = {x =
[X.X]Ix, X eR,e <, x <, X} A& £}
Pada I(R), didefinisikan operasi @ dan
® yaitu

x®y = [x®y, X®Y] dan x®y =
[X®Yy, X®Y], VX Yy e l(R).. Misalnya

[-1,11 ® [1,3] =[1, 3]dan[-1, 1] ®
[1,3]=[0,4].

Menurut Teorema 3 di atas (I(R)., ®,®)
merupakan semiring idempoten dengan
elemen netral € = [¢, £] dan elemen satuan 0
= [0, Q]. Lebih lanjut karena (R, , ®, ®)
merupakan semiring idempoten komutatif,
maka (I(R).,®,®) merupakan semiring
idempoten komutatif. Selanjutnya
(I(R),, ®, ®) disebut dengan aljabar max-
plus interval yang cukup dituliskan dengan
1(R)max-

Teorema 4 V X , ¥ € I(R)mx berlaku
bahwa

i. [X®Yy,X®y]=x®y dan
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. [X®y, X®y]=x®y,dimana

XOYy ={te Rnx |[t=X®Y,Xe
X,yey}tdan x®y={te Rnx
[t=x®y,XxeX,yey}

Bukti:

i) Ambil sembarang t € x @ y dan
misalkan X € x dan y € y sedemikian
hingga t = x @ y. Karena x dan y adalah
interval, maka X < x <X dan y <y
<Yy. Karena operasi @ konsisten
terhadap urutan <, maka X0y < x®
y = X®Y, sehinggax ®y e [X®Y,
X®y] Jadix®@yc[x®y, XOY].
Ambil sembarang t € [X®Yy, X®Y],
maka X0y <t=< XOY. Andaikan t
g X ®y,maka Vx € x dan Vy € y
berlaku t # x @ y , karena urutan > <”
dalam Rp.x merupakan urutan total,
berarti bahwat < x @ yataut ~x®y
. Karena X e x dan ye y maka t <
X®Y ataut > X®Y, sehingga terjadi
kontradiksi. Jadi t € x @ vy, yang
berarti [X®Yy, X®Y] < x @ y .
Dengan demikan terbukti [x® Y,
X®Yy]=xy.

ii) Analog dengan pembuktian i) di atas. m

Berikut  diberikan  teorema  yang
menunjuk-kan bahwa operasi maximum
bilangan kabur dengan menggunakan
prinsip perluasan dan dengan menggunakan
potongan-« adalah ekivalen.

Teorema 5 Diberikan dua buah bilangan
kabur a dan Bdengan potongan-a-nya
berturut-turut adalah a” = [a“ ,a_“] dan
b* = [b_”‘,b_“]. Maximum a dan B,yaitu

Z@Db adalah himpunan kabur dengan
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fungsi keanggotaan

Mgz (@) =
sup min{ z; (X), 4; (y)} Jika dan hanya

=XDy

jika (a ®b)“= [a“ ®b”, a“ ® b”].

Bukti: (=) Ambil sembarang bilangan
real z e (a® b)*, maka Hizap) (2) >
a. Andaikanz ¢ [a” @ b”, a_“eab_“],
maka untuk setiap x dan y dengan x @y =z
berlaku x ¢ [a“, a_“] atau y ¢ [b”, b_“].
Hal ini berarti zz; (X) < catau 4 (y) <

yang berakibat zz_--(z) = sup min{ z; (),

=X®y

4= (Y)} < o, sehingga terjadi kontradiksi.
Jadiz e [a” @ b”, a“ @ b_a], yang berarti
@®h)* c [a“® b*, a“® b*].

Ambil sembarang bilangan real z € [a“ &
b”, a® b_“]. Karena menurut Teorema
4,[a“@Db", a*@ b*]=a"@®@b“={z e
Rux | Z=X®y,xea”,y e b’} maka
terdapat x € [a”, a_"‘] dany e [b*, b_“]
sedemikian sehingga x + y = z. Hal ini
berarti bahwa sz (X) > ardan 1 (Yy) 2 « .

Jadi go_--(z) = sup min{ s (X), 4 ()}

7=x®y

> @, yaitu bahwa z € (a ® b)“ yang berarti
[a“@® b, a“® b“] < (a ® b)“. Dengan
demikian terbukti bahwa (a @ b)* = [a” &
b*, a“ @ b” .

(<) Andaikan (a @ b)* = [a* ® b” , a*
b“] Menurut Teorema 1, [a“ © b” , a“

b“]= a’"@ b ={zeRm | 2=X®DYy,Xx €
a?,y e b”}. Perhatikan bahwa a“ dan b*
dapat dipandang sebagai himpunan kabur
dengan fungsi keanggotaannya berturut-

®
®

turut adalah fungsi karakteristik
X,.dan z,. . Kemudian menurut prinsip
perluasan diperoleh Xovone (2 =

sup min{ 7. (x), x,. (¥)}. Misalkan & @

1=XDy

b =, maka (a ® b)? =%

Selanjutnya menurut Teorema Dekomposisi
diperoleh . (z) = . (@)= m[(%( u. (2)
dengan ¢“, adalah himpunan kabur dalam
R dengan fungsi keanggotaan s, (z) =
O X aanye (1) Karena (a @ by = a* ® b“
maka

e (2) = asup min{ 75 (x), 1; WH2) =

7=x®Yy

sup min{a z; (x), ax; (Y)}(2z) = sup min

7=x®y 7=x®y
Lz (9, 5. ()} Sehingga z; (2) = max
sup min - {u. (), 4O} =
7=X®y

sup mln{max My (%), max g, ()}

71=x®y €[0.1]

sup mln{y 2« (%), ﬂUE” V} Jadi

ey [”11 a€0,1]

diperoleh  bahwa .=~ (2) =
sup min{ zz; (), 445 (¥)}. m

7=X®Yy

Teorema di atas juga berlaku untuk
operasi penjumlahan, dengan bukti yang
analog. Dalam pembahasan selanjutnya,
operasi maximum dan penjumlahan
bilangan kabur akan didefinisikan melalui
potongan-a-nya.

Teorema 6 Untuk bilangan kabur a dan
b berlaku pend(2 ® b ) = pend(3d) ®
pend(5) di mana pend(a ) ® pend(ﬁ) =
{x®y|xepend(a)dany e pend(B )}.
Bukti: Ambil sembarang bilangan real z
pend(a ®hb ), maka - (z) > 0.
Andaikan z ¢ pend(a ) ® pend(b ), maka
untuk setiap x dan y dengan x ® y = z
berlaku x ¢ pend(a ) atau y ¢ pend(B ).
Hal ini berarti z; (x) <0Oatau 4 (y)<0
yang berakibat z_- ) (2=
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sup min{ z; (X), 1 (Y)} <0, sehingga

7=X®y

terjadi kontradiksi. Jadi z € pend(a ) ®

pend(E ), yang berarti pend(a ® 5)g

pend(d ) ® pend(b ).

Ambil sembarang bilangan real z €

pend(a) ®end(5), maka terdapat x e

pend(a) dany e pend(E) sedemikian

sehingga x + y = z. Hal ini berarti bahwa
Uz (X) > 0 dan - (y) > 0 . Akibatnya

Mz @ = sup min{ g (), 45 ()} > O,

Z=XQ®y
yaitu bahwa z e pend(a ) ® pend(b ) Jadi

pend(a) ® pend(b) c pend(a ®b)
Dengan  demikian  terbukti  bahwa

pend(3 ® b ) =pend(3 ) ® pend(b ). m

Teorema di atas juga berlaku untuk
operasi maksimum, dengan bukti yang
analog. Selanjutnya dlperoleh bahwa (a ®

b)°= [mf(pend (a ®b ), sup(pend

(a ®b )] = [inf (pend(a)® pend(b ),
sup(pend(a ) ® pend(b )] =
[inf(pend(d )) ® inf(pend(b ),

sup(pend(a ))®sup(pend(b ))] =
[inf(pend(a)), _
sin(pend(E )] ® [inf(pend(b )),sup(pend(

b ))]=a’ ® b°. Dengan cara yang analog
dapat juga diperoleh bahwa (a ® b)° = a°
® 1.

Suatu keluarga interval [ai(«), ax(@)]
dikatakan tersarang (nested) jika untuk o <
£ maka berlaku [ai(@), a)(@)] 2 [aw(p),
ap)] , Vo, f € [0, 1]. Berikut diberikan
suatu hasil yang memberikan syarat bahwa
suatu  keluarga interval  merupakan
potongan-« suatu bilangan kabur.

Akibat 7 Jika keluarga interval {[ai(«),
()]} Ya € [0, 1] memenuhi sifat

) [a1(2), a;(1)] # <,

i) [ai(@), a;,(@)] tersarang dan

iii) [a1(0), a,(0)] terbatas,
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maka terdapat dengan tunggal bilangan
kabur a sedemikian hingga [ai(a), ax(a)]
=a“, Vael0,1].

Bukti: Dari sifat ii) di atas, menurut
Teorema 2 jelas bahwa terdapat dengan
tunggal himpunan kabur a sedemikian
hingga [ai(@), ax(@)] = a“, VYa € [0, 1].
Selanjutnya dari sifat i) dan iii) di atas,
menurut definisi bilangan kabur, jelas
bahwa a merupakan bilangan kabur. =

Untuk memperoleh fungsi keanggotaan
hasil operasi pada bilangan kabur seperti di
atas, dapat dengan menggunakan Teorema
Dekomposisi. Potongan-potongan-« yang
didefinisikan pada operasi di atas
memenuhi  syarat  sebagai  keluarga
potongan-«r  dari suatu bilangan kabur,
yaitu
i) Potongan-potongan-« hasil operasi di

atas berupa interval dalam I(R)max. Hal

ini  dipenuhi,
b’ <, b*

kekonsistenan urutan

karena a“ < a“”dan

maka menurut sifat

ER] EE)

-<m
operasi @ dan ® dapat disimpulkan
(a”@®b”) <, (a @b“) dan (" ®
b*) <, (a ®b“)

ii) Karena a dan b adalah bilangan
kabur, maka [gl,;] # & dan [b', E]
;t@sehingga[a_l@b_l,;@g]i@.

iii) Potongan-potongan-« hasil operasi di
atas berupa keluarga interval tersarang

dalam I(R)m. Hal ini  dapat
ditunjukkan sebagai berikut. Karena a

dan b merupakan bilangan kabur,
maka berlaku: jika a < f# maka a’ ¢ a”

terhadap

dan b’ c b yaitu
a’ <, 8’ <, 8" <, a“dan
b* <, b” < b’/ < b’. Karena

dalam Ry operasi @ dan ® konsisten
terhadap urutan 7= ,

m
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makaa® ®b® <, a’ ®b” <_a’ ®b’

<. a‘® b* dan a“®b" <,
£®M jm ¥®b_ﬂjm a_a® b_ay
Ve, f € [0, 1]

iv) Karena d dan b adalah bilangan
kabur, maka maka [a°,a°] dan
[b°,b°]
sehingga [a°®b°, a®b’] juga
terbatas.

Selanjutnya dengan menggunakan Teorema

Dekomposisi diperoleh bahwa 3 @ b =

c= UE“, di mana c¢“adalah himpunan
a€[0,1]

kabur dalam R dengan fungsi keanggotaan

. (X) = «a X (aony- x) , di mana

X aon) adalah karakteristik

masing-masing terbatas,

fungsi
himpunan (a @ b)“ Demikian juga untuk

operasi @)dapat dilakukan dengan cara
yang analog.

Contoh 3 Diberikan dua buah bilangan
kabur segitiga a = BKS(a;, a, a,) dan
b =BKS(bs, b, b,), maka a® = [a*,3“] =
[a—a)a + a;, —(a,—a)a +a,] dan b* =
[b",b“] = [(b-by)a + by, —(b-b)a + by].
Kemudian potongan-a dari a ® b dan
d®b berturut-turut adalah [((a-a))a +
a;) ® ((b-b))a + by), ((a-a)a +a;) @
(—(b-b)a + by)] dan [((a-a)a + a1 ) ®
(b-b)a + by), (Haa)a + a) ®
(—=(b-b)ax + b,)]. Perhatikan bahwa untuk
potongan-« dari a ®b berlaku [((a—ay)x
+a;) ® ((b-b)a+by), (-(ar-a)a +a)®
(—(b-b)a + by)] = [(a+b) — (b)) +
(arthy), —((axthy) — (atb)a + (axthy)],
sehingga & ® b = BKS((a;+by), (a+h), (az
+by)).

Sedangkan untuk (a @®hb))* , jika
a“ <, b” dan a” <, b*, maka (a @ b))“

m
= b* vyaitu a®b= b. Salah satu

kemungkinan yang lain dari relasi antara
a”,b” ,a”,b” diberikan dalam Contoh 4
berikut.

Contoh 4 Misalkan a = BKS(2,3, 4) dan
b = BKS(1,4,5), maka a“ = [(3-2)a + 2,
—-(4-3)a + 4] = [a+2 , —at+4] dan b =
[A-Da+ 1, -5-4da+5]=[3at+ 1, —a+
5]. Dengan menggunakan  program
MATLAB berikut diberikan grafik fungsi
keanggotaan dari a, b (Gambar 1 bagian
atas) dan batas-batas potongan-« dari
A®b dan 3 ®b untuk @ = 0, 0.1, 0.2,
..., 1 (Gambar 1 bagian bawah).

Gambar 1. Grafik Fungsi Keanggotaan
Hasil Operasi BKS(2, 3, 4) dan BKS(1, 4,
5).

Keterangan Gambar1: — :a, —.— : b,

+:§é6,*:
Qb .

)

Dengan memperhatikan gambar di atas dan
bahwa titik potong s (X) = x-2 dan u: (X)

x-1

e adalah (2.5, 0.5), maka diperoleh
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0 , X< 2
X—2 ,2<x<25
Has (X) = Zéé , 25<Xx<4 .
5-x ,4<x<5
0 ,x>5

Sementaraitu & ® b = BKS(3, 7, 9).

Dari Contoh 4 di atas nampak bahwa
hasil operasi maximum dua buah bilangan
kabur segitiga tidak selalu merupakan
bilangan kabur segitiga.

Diberikan F(R);:= FR) u {&}
dengan F(R) adalah himpunan semua
bilangan kabur dan & := {-}, dengan ¢ *
= [~o,—0] , V a € [0, 1]. Pada (F(R)):
didefinisikan operasi maksimum ® dan

penjumlahan ®, seperti pada bagian 2.2.
di atas.

Teorema 8 Struktur aljabar (F(R): , D,

(;)) adalah semiring idempoten komutatif.

Bukti: Operasi yang didefinisikan di atas
terdefinisi dengan baik, yaitu memenuhi
syarat tertutup dan bernilai tunggal. Akan

ditunjukkan untuk operasi @, sedangkan

untuk operasi ® dapat dilakukan dengan
cara yang analog. Untuk syarat
ketertutupan dijelaskan sebagai berikut.
Ambil sembarang bilangan kabur a dan

b e FR),.
i) Karena a danb merupakan bilangan

kabur, maka d dan b normal, yaitu
bahwa a' = @ dan b' = & . Hal ini
berarti 3 x,, X, € R sedemikian hingga
berlaku a'< x, < a'dan b'< x, <b'.
Karena sifat kekonsistenan urutan

” <, terhadap operasi © maka berlaku
(a2 @b )< (a @ X)=p(a ®b).
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Jadi[2 @ b', a'@b']=(@®h)! =&
.Jadi @ @ b normal.

ii) Karena a dan b merupakan bilangan
kabur, maka Vae (0, 1], a“ , b*
merupakan interval tertutup dalam R.
Menurut sifat ketertutupan operasi pada

interval, [a"® b, a’®b” ]
merupakan interval tertutup dalam R,
Va e (0, 1].

iii) Karena a dan b merupakan bilangan
kabur, maka pend(a) dan pend(5)
terbatas, sehingga berlaku pend(a) <
a° = [inf(pend(a )), sup(pend(a ))] dan
pend(b) < b° = [inf(pend(b)),
sup(pend(B))]. Dengan  demikian
menurut penjelasan pada bagian 2.2 di
atas, pend(Z ®b) = pend(3) @
pend(b) c @ ® b° = (a ® b)° =
[inf(pend(a ))® inf(pend(E ),
sup(pend(a )) ®sup(pend(5))]. Jadi
terbukti bahwa pend(3 @ 5) terbatas.

Berdasarkan i) , ii) dan iii) di atas dapat
disimpulkan bahwa operasi @ yang
didefinisikan di atas tertutup dalam F(R). .
Ketunggalan hasil operasi di atas dapat
dijelaskan  sebagai berikut.  Akan

ditunjukkan ketunggalan untuk operasi ®,
sedangkan untuk operasi @ analog. Ambil
sembarang bilangan kabur a, 5, ¢ dan
d e F(R), sedemikian hingga 3 = € dan
b=d.Karena 3 = Cdan b = d, maka
a“=c” dan b* =d“, Va € [0, 1] yang
berarti [a*,a“] = [c*,c”] dan [b” ,b* ] =
[d°,d“] atau a“= c*, a“= ¢, b"=
d*, b“= d“. Hal ini berakibat bahwa

“® b* = ¢“®d* dan a*® b =
c”®d“ yaitu bahwa [a” ® b, a” ® b ]

= [c*®d”, ¢“®d”], Va e [0, 1]. Jadi

%
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d®b=¢®d,yang berarti hasil operasi
tersebut tunggal.

Selanjutnya karena potongan-a suatu
bilangan kabur berupa interval dalam I(R,),
dan menurut Contoh 2, (I(R),®,Q®)
merupakan semiring idempoten komutatif,

maka (F(R)g,@,&)) merupakan semiring
idempoten komutatif, dengan elemen netral
g = {~o} dan elemen satuan € = {0},
dengane”“=[0,0],Vae [0,1]). =

Semiring idempoten komutatif F(R)max

= (F(R),, ®, ®) di atas disebut aljabar
max-plus bilangan kabur, atau secara
singkat cukup dituliskan dengan F(R)max -

5. KESIMPULAN DAN SARAN

Dari pembahasan di atas dapat
disimpulkan bahwa operasi maximum dan
penjumlahan yang didefinisikan melalui
potongan-« tertutup dalam himpunan
semua bilangan kabur tersebut. Selanjutnya
himpunan semua bilangan kabur yang
dilengkapi dengan operasi maximum dan
penjumlahan tersebut merupakan semiring
idempoten komutatif.

Untuk penelitian selanjutnya dapat
dilakukan pembahasan perluasan operasi-
operasi di atas ke dalam operasi maximum
dan penjumlahan untuk matriks atas
bilangan kabur beserta struktur-struktur
aljabar yang menyertainya.
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