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Abstrak - Spektrum energi dan fungsi gelombang untuk potensial non-sentral dianalisis secara intensif.  Persamaan 
hipergeometri digunakan untuk menganalisa spektrum energi dan fungsi gelombang untuk potensial non-sentral Poschl-Teller 
termodifikasi dan Scarf II trigonometri. Spektrum energi dan fungsi gelombang radial yang diperoleh hanya bersifat  
pendekatan karena dimasukkannya faktor sentrifugal dan diperoleh dari persamaan Schrodinger bagian radial, sedangkan 
fungsi gelombang bagian sudut dan bilangan kuantum orbital diperoleh dari persamaan Schrodinger bagian sudut. Fungsi 
gelombang bagian radial dan bagian sudut yang diperoleh dinyatakan dalam polinomial hipergeometri. 
 
Kata Kunci : Persamaan Schrodinger, spektrum energi, fungsi gelombang, potensial non-sentral, Poschl-Teller termodifikasi 
plus scarf II trigonometri, persamaan hipergeometri. 
 
Abstract - Energy spectrum and wave function of non-central potential is recently investigated intensively. The 
hypergeometric equation is used to analyze the energy spectrum and energy wave function of non-central potential as 
combination of modified Poschl-Teller radial potential with trigonometric Scarf non-central potential. The energy spectrum 
and the radial wave function are obtained approximately due to the centrifugal term from the radial Schrodinger equation and 
expressed in the closed form, while the angular wave function and the orbital quantum number are obtained from angular 
Schrodinger equation. The approximate radial wave function and angular wave function are expressed in terms of 
hypergeometric polynomials.  
 
Key words: Schrodinger Equation, energy spectrum, wave function, non-central potential, modified Poschl-Teller plus 
trigonometric Scarf  II, hypergeometric equation 

 
 

I. PENDAHULUAN  
 Persamaan Schrodinger (PS) merupakan jantung dalam 
mekanika kuantum. Energi dan fungsi gelombang suatu 
sistem partikel yang diperoleh dari penyelesaian persamaan 
Schrodinger secara langsung dari sistem partikel, digunakan 
untuk mendiskripsikan perilaku sekelompok partikel.   
Persaman Schrodinger untuk sistem partikel yang 
dipengaruhi oleh potensial dengan energi potensial yang 
merupakan fungsi posisi yang agak kompleks biasanya 
diselesaikan dengan cara mereduksi persamaan Schrodinger 
menjadi persamaan diferensial orde dua fungsi khusus 
seperti fungsi Hermite, Legendre, Laguerre, hipergeometri 
atau confluent hypergeometry dengan substitusi variabel 
yang sesuai [1]. Namun diantara fungsi-fungsi tersebut, 
hanya persamaan diferensial fungsi Hipergeometri atau 
Confluent Hypergeometry (H-CH) yang merupakan 
penyelesaian yang paling umum karena persamaan 
diferensial fungsi khusus yang lain seperti Hermite, 
Legendre, atau Laguerre dapat direduksi menjadi persamaan 
diferensial H-CH [2]. 
 Persamaan Schrodinger (PS) untuk potensial yang 
merupakan fungsi hiperbolik, eksponensial dan 

trigonometrik seperti Poschl-Teller [1,3,4,5,6,7], Scarf 
[1,3,8], Morse [1,3], Rosen-Morse [1,3,5,11], Wood-Saxon 
[1,3,9], Eckart [1,3,10], Hulthen [1,3] dapat diselesaikan 
dengan menggunakan SUSY MK [1,3,11], Nikivarov 
Ufarov (NU) [12,13] dan persamaan hipergeometri [1]. 
Namun aplikasi persamaan hipergeometri lebih luas dari 
pada SUSY MK karena dapat digunakan untuk 
menyelesaiakan PS potensial baik shape invariance (SI) dan 
non-shape invariance (NSI) sedangkan SUSY MK hanya 
untuk potensial shape invariance saja.[14] 
 Persamaan Schrodinger untuk potensial sentral telah 
banyak didiskusikan dalam buku MK seperti potensial 
Coulomb, Morse, potensial harmonik osilator tiga dimensi, 
Hulthen, dll. [15, 1]. Potensial sentral adalah potensial yeng 
mempunyai energi potensial yang hanya merupakan fungsi 
jarak antara partikel yang dikaji dengan titik yang 
merupakan sumber potensial (gaya) yang mempengaruhi 
partikel tersebut. Untuk potensial non-sentral, energi 
potensialnya merupakan fungsi jarak dan sudut sekaligus. 
Potensial Coulombic –Poschl-Teller non-sentral adalah 
salah satu potensial non-sentral yang mempengaruhi gerak 
sebuah elektron yang terikat dengan inti yang mana elektron 
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berotasi terhadap inti sambil melakukan gerak periodik 
dalam lintasan rotasinya. Potensial non-sentral adalah 
kombinasi dari potensial SI atau NSI, baik fungsi hiperbolik, 
eksponensial dan trigonometrik, yang merupakan fungsi 
radial saja dengan potensial SI trigonometrik yang 
merupakan fungsi radial dan sudut. [non-sentral, Makarov] 
 

 
II. METODE PENELITIAN/EKSPERIMEN 

Potensial Non-Sentral Poschl-Teller Termodifikasi plus 
Potensial Scarf Trigonometri Menggunakan Persamaan 
Hipergeometri 
  
III. HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1 Review persamaan diferensial orde dua fungsi 

hipergeometri   
Persamaan Schrodinger satu dimensi untuk sistem kuantum 
yang dipengaruhi oleh medan dengan energi potensial 

dapat dituliskan sebagai 
   (1) 

Persamaan Schrodinger satu dimensi untuk potensial shape 
invariance dapat diubah (direduksi) menjadi persamaan 
diferensial orde dua fungsi hipergeometri atau confluent 
hypergeometry dengan substitusi variabel yang sesuai. 
Dengan substitusi variabel yang sesuai, x = f(s). persamaan 
Schrodinger pada pers. (1) berubah menjadi persamaan 
perantara hipergeometri (PPH) sebagai 

 ,     (2) 

dengan   and    merupakan polynomial yang 
pada umumnya berderajat dua, sedangkan   
merupakan polynomial berderajat satu, yang masing-masing 
dinyatakan yang dinyatakan sebagai 

 dan     (3)  
Persamaan (2) diubah menjadi persamaan hipergeometri 
dengan mengasumsikan bentuk penyelesaian dari persamaan 
(2) adalah  

     (4) 
Dengan memasukkan persamaan (4) ke dalam persamaan 
(2) akan diperoleh persamaan diferensial orde dua fungsi 
hipergeometri yang dinyatakan sebagai 

    
 (5) 
yang mula-mula diusulkan oleh Gau  [2], nilai dan  
dapat diperoleh dengan pemisalan atau substitusi parameter 
potensial dan energi atau dengan mengnolkan koefisien dari 
fungsi z pada pers. (5) pada suku terakhir. Bentuk 
penyelesaian pers (5) di sekitar titik z = 0 adalah polinomial 
hipergeometri yang dinyatakan sebagai [2] 
 

    (6) 
dengan   

)1)......(3)(2)(1()( −++++= naaaaaa n         (7) 

dan    1)( 0 =a  
Penyelesaian persamaan diferensial fungsi hipergeometri 
yang dinyatakan pada persamaan (6) di atas mempunyai 
harga bila semua penyebut dari deret tersebut tidak nol, 
maka c≠ -n, dimana n = 0, 1, 2, 3, 4, ...... 
Bila a = -n atau b = -n,          (8) 
maka penyelesaian yang berupa deret pada persamaan (6) 
menjadi terputus sehingga diperoleh penyelesaian yang 
berhingga yaitu polynomial pangkat n. Dari kondisi yang 
dinyatakan pada pers. (8)  dapat diperoleh tingkat energi 
dari sistem.  
3.2 Penyelesaian Persamaan Schrodinger potensial non-

sentral Poschl-Teller termodifikasi plus Scarf II 
trigonometrik menggunakan metode hipergeometri 

Persamaan Schrodinger tiga dimensi  potensial non-sentral 
PTT plus SIIT dinyatakan sebagai 

  (9) 
Pers. (9) diselesaikan dengan metode pemisahan variabel 
sehingga diperoleh tiga persamaan diferensial satu dimensi 
fungsi radial, fungsi sudut polar dan azimuthal yang 
dinyatakan sebagai 

 
 (10a) 

  (10b) 
  (10c) 

Bentuk penyelesaian persamaan (14c) adalah 
   (11) 

3.2.1 Penyelesaian pers. Schrodinger bagian radial 
Untuk menyelesaikan pers. (10a) kita misalkan   

dan dengan menggunakan pendekatan  

dengan   untuk faktor sentrifugal [Aldirch+ Sameer] 
serta dengan melakukan substitusi variabel  
pers. (10a) berubah menjadi 
 

 (12)  
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dengan membuat permisalan  bahwa ,   
dimana Pers. (12) merupakan PPH dan akan berubah 
menjadi persamaan diferensial hipergeometri seperti pada 
pers. (5) bila dimisalkan penyelesaian fungsi gelombangnya 
dinyatakan sebagai 

     (13) 
Bila persamaan (13) dimasukkan ke dalam pers. (12) 
diperoleh 

+{ 

       (14) 
dengan  
Persamaan (14) akan tereduksi menjadi persamaan 
hipergeometri bila koefisien dari      dan   pada 
suku terakhir persamaan (14 )   dinolkan  sehingga 
diperoleh   

, ;  
     (15) 

dan persamaan (14) tereduksi menjadi 
  

+{ 

       (16) 
Pers (16) merupakan persamaan diferensial fungsi 
Hypergeometry yang penyelesaiannya dinyatakan sebagai  

             (17) 
dimana  

,    dan      
 (18) 
Pers (17) yang merupakan polinomial hipergeometri akan 
terputus bila memenuhi pers. (8),  atau     
sehingga diperoleh deret berhingga.  Jadi bila kita pilih 
harga   maka dengan menggunakan persamaan (8) 
dan (18) diperoleh   atau  

  dan dari persamaan ini diperoleh 
spectrum energi untuk potensial Poshcl-Teller termodifikasi 
yaitu 

                 (19) 
Pada kondisi khusus dimana  pers. (19) berubah 
menjadi spektrum energi untuk potensial Poschl-Teller 
termodifikasi yaitu 

  (20) 
Penyelesaian fungsi gelombang bagian radial diperoleh 
dengan memasukkan pers (15), dan (17) ke dalam pers (13) 
yaitu                  

  
 (21) 

Fungsi gelombang tingkat dasar diperoleh dari pers. (21) 
untuk n=0 

    (22)      

dengan  
 3.2.2. Penyelesaian persamaan Schrodinger bagian 

sudut                                 
Persamaan Schrodinger bagian sudut pada pers. (10b) dapat 
dinyatakan sebagai persamaan Schrodinger satu dimensi 
secara eksplisit dengan memisalkan bahwa    
sehingga diperoleh 

 (23) 
Untuk menyelesaikan persamaan (23), kita lakukan 
substitusi variabel  cos  =1-2s  sehingga pers. (23) 
berubah menjadi 

   
 (24) 
dengan      
Persamaan (24) diselesaikan dengan menggunakan metode 
hipergeometri dengan memisalkan penyelesaian fungsi 
gelombangnya dinyatakan sebagai 

      (25) 
Dengan memasukkan persamaan (25) ke dalam persamaan 
(24) diperoleh 

  (26) 
Persamaan  (26) menjadi persamaan diferensial orde dua 
fungsi hipergeometri bila koefisien suku yang berpenyebut 
4z dan 4(1-z) di nolkan sehingga diperoleh 

 
(27a) 

 
(27b) 
dan pers (26) berubah menjadi 

 

  (28) 
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Dari pers. (27a) dan (27b) diperoleh 

 dan                                                          
 (29) 
 Dengan mengaplikasikan prasyarat pada pers. (8) untuk 
pers. (28) diperoleh   

, atau  (30) 
Dengan memilih  harga  pada 
pers. (30) dan dengan mengkombinasikannya dengan pers. 
(29) diperoleh  

         
 (31) 
Harga l pada pers. (31) digunakan untuk menghitung 
spektrum energi pada pers. (19) dan fungsi gelombang radial 
pada pers.(21). Dengan memasukkan pers. (29) ke dalam 
pers. (25) diperoleh 

)   
 (32) 
dengan     
Dari pers. (31) diperoleh fungsi gelombang fungsi sudut 
yang dinyatakan sebagai 
atau 

   (33) 
Fungsi gelombang lengkap tak ternormalisasi untuk 
potensial non-sentral Poschl-Teller hiperbolik plus Scarf II 
trigonometrik diperoleh dari pers. (11), (21) dan (33) yang 
dinyatakan sebagai 

  

        (34) 
 
 
V. KESIMPULAN   
Spektrum energi dan fungsi gelombang untuk potensial non-
sentral Poschl-Teller hiperbolik dan Scarf II trigonometrik 
dianalisa dengan menggunakan persamaan hipergeometrik. 
Spektrum dan fungsi gelombang bagian radial diperoleh dari 

persamaan Schrodinger bagian radial dan hasilnya hanya 
bersifat pendekatan karena hadirnya faktor sentrifugal. 
Fungsi gelombang bagia sudut polar dan bilangan kuantum 
orbital diperoleh dari persamaan Schrodinger bagian sudut 
polar. Spektrum energi tereduksi menjadi energi Poschl-
Teller hiperbolik apabila bilangan kuantum orbital menjadi 
nol, demikian juga fungsi gelombang bagian radialnya. 
Apabila potensial non-sentral Scarf II absent fungsi 
gelombang sudut tereduksi menjadi fungsi gelombang bola 
harmonik. 
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