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KODE DUAL DAN IDENTITAS MAC WILLIAMS
PADA KODE ADITIF

(DUAL CODE AND MAC WILLIAMS IDENTITY
ON ADDITIVE CODE)

MIFTAH YULIATI, SRI WAHYUNI, INDAH EMILIA WIJAYANTI

Abstrak. Kode aditif adalah perumuman dari kode linear yang didefinisikan sebagai
subgrup dari suatu grup Abel hingga. Pendefinisian jarak Hamming, bobot Ham-
ming, pencacah bobot, dan pencacah bobot homogen pada kode aditif adalah sama
dengan pendefinisiannya masing-masing pada kode linear. Sedangkan pendefinisian
kode dual dari kode aditif tidak sama dengan pendefinisiannya pada kode linear
yang mana kode dual dari suatu kode linear didefinisikan dengan menggunakan hasil
kali dalam. Mengingat di dalam teori grup tidak terdapat istilah mengenai hasil kali
dalam, maka di dalam paper ini dibahas mengenai pendefinisian-pendefinisian kode
dual pada kode aditif. Kemudian dalam paper ini dibahas mengenai suatu teorema
yang cukup terkenal di dalam teori dual dalam kode linear, yaitu teorema Identi-
tas MacWilliams. Selanjutnya dibahas mengenai bagaimana bukti teorema Identitas
MacWilliams pada kode aditif sesuai dengan kode dual-kode dual yang didefinisikan
beserta konsep-konsep yang diperlukan dalam pembuktian tersebut.

Kata-kata kunci: Kode dual, Identitas MacWilliams, kode aditif, karakter aditif,
karakter multiplikatif.

Abstract. Additive code is a generalization of linear code. It is defined as subgroup
of a finite Abelian group. The definitions of Hamming distance, Hamming weight,
weight distribution, and homogeneous weight distribution in additive code are similar
with the definitions in linear code. Different with linear code where the dual code is
defined using inner product, additive code using theories in group to define its dual
code because in group theory we do not have term of inner product. So, by this paper,
the definitions of dual code in additive code will be discussed. Then, this paper discuss
about a familiar theorem in dual code theory, that is MacWilliams Identity. Next,
this paper discuss about how to proof of MacWilliams Identity on adiitive code using
dual codes which are defined.

Keywords: Dual code, MacWilliams Identity, additive code, additive character, mul-
tiplicative character.
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1 PENDAHULUAN

Saat ini terdapat banyak sekali macam-macam kode yang dikonstruksi de-
ngan kelebihan dan kelemahan masing-masing. Kode yang paling umum dijumpai
adalah kode linear. Kode linear adalah subruang dari suatu ruang vektor atas la-
pangan hingga. Misalkan dipunyai ruang vektor F' atas lapangan hingga Fj. Di
dalam ruang vektor tersebut didefinisikan hasil kali dalam yang kemudian kode
dual dari C' didefinisikan sebagai himpunan semua elemen di F})' dengan sifat hasil
kali dalamnya dengan seluruh elemen di C' sama dengan nol.

Di dalam kode dual, terdapat satu teorema yang cukup terkenal, yakni teo-
rema Identitas MacWilliams. Teorema ini memberikan informasi mengenai banyak-
nya kata kode dengan bobot tertentu di dalam kode dualnya. Pembuktian teorema
Identitas MacWilliams pada kode linear ini tidak sederhana, diperlukan konsep
mengenai teori karakter dan transformasi Hadamard.

Kode linear dapat digeneralisasi menjadi kode aditif yang merupakan sub-
grup dari suatu grup Abel hingga G". Kemudian muncul pertanyaan bagaimana
pendefinisian kode dual dari suatu kode aditif, mengingat di dalam teori grup
tidak terdapat istilah hasil kali dalam. Oleh karena itu, akan dibahas mengenai
bagaimana pendefinisian kode dual dari suatu kode aditif dan bagaimana bukti
Identitas MacWilliams pada kode aditif serta konsep-konsep apa saja yang diper-
lukan dalam pembuktian tersebut.

1.1 Kode Aditif

Definisi mengenai kode aditif, jarak Hamming, bobot Hamming, pencacah
bobot, dan pencacah bobot homogen pada kode aditif berikut dapat dilihat di
Wood [].

Definisi 1.1. Misalkan G adalah suatu grup Abel hingga. Kode aditif C panjang
n atas G adalah subgrup dari G™.

Selanjutnya elemen-elemen di dalam G™ disebut sebagai kata-kata, sedangkan
sebarang elemen di dalam kode aditif C' < G™ disebut sebagai kata kode.

Definisi 1.2. Misalkan x dan y adalah kata-kata di dalam G™. Jarak Hamming
dari x ke y dinotasikan d(x,y) didefinitionkan sebagai banyaknya tempat pada x
dan y yang berbeda. Jika €= (x1, - ,x,) dan y= (y1, -+ ,Yn), maka

d(ma y) = d(xhyl) +ot d(il?n, yn)

dimana x; dan y; dianggap sebagai kata dengan panjang 1, dan

L jika x; #y;
d(zi,yi) = .
(@i: i) { 0 jika z; =y
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Definisi 1.3. Misal a adalah suatu kata kode pada kode aditif C' panjang n atas
grup Abel hingga G, bobot Hamming a yang dinotasikan dengan wt(a) didefinisikan

sebagai berikut.
n

wt(a) = d(a, 0) = Zd(ai, 0)
i=1
dengan 0 = (0,0, ...,0).

Definisi 1.4. Diberikan kode aditif C' dengan panjang n atas grup Abel hingga G.
Pencacah bobot C didefinisikan sebagai polinomial

We(Z) =Y AwZ®.
w=0
Sedangkan pencacah bobot homogen C' didefinisikan sebagai

n
Weo(X,Y) = Z Ap XUy,
w=0
dimana A, = |{c € Clwt(c) = w}|, yaitu banyaknya kata kode di C dengan bobot
w.

1.2 Karakter Aditif

Sebelum membahas karakter aditif, akan dibahas secara singkat mengenai
karakter multiplikatif. Definisi karakter multiplikatif, grup karakter multiplikatif,
dan karakter aditif berikut dapat dilihat di Wood [4].

Definisi 1.5. Diberikan grup Abel hingga G. Karakter multiplikatif dari G adalah
homomorfisma grup x : G — C*, di mana C* merupakan grup multiplikatif
bilangan-bilangan kompleks tak nol.

Karakter-karakter multiplikatif dari grup G jika dihimpun membentuk suatu
grup terhadap operasi perkalian fungsi.

Definisi 1.6. Himpunan semua karakter dari suatu grup G disebut dengan grup
karakter dari G kemudian dinotasikan dengan Homz(G,C*).

Definisi 1.7. Misalkan G adalah suatu grup Abel hingga. Karakter aditif dari G
adalah homomorfisma grup x : G — Q/Z.

Misalkan G adalah suatu grup siklik berorde n dengan n adalah bilangan
bulat genap positif, katakan n = 2m di mana m € Z, dan pembangun dari grup
G adalah g. Untuk suatu j tertentu, 0 < 7 < n —1 = 2m — 1, homomorfisma grup
Y : G — Q/Z dengan definisi

vile") = ==+ 2=+ L, (1.1)
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di mana k£ =0,1,--- ,n — 1 = 2m — 1, merupakan karakter aditif dari grup siklik
G berorde n di mana n adalah bilangan genap.

Kemudian, misalkan G adalah suatu grup siklik berorde n di mana n adalah
bilangan ganjil, katakan n = 2m + 1, di mana m € Z, dan pembangun dari grup
G adalah g. Untuk suatu j tertentu, 0 < j < n — 1 = 2m, homomorfisma grup
Y5+ G — Q/Z dengan definisi

1ok jk
U(e") = 5 + 2 (1.2)

di mana k = 0,1,--- ,n — 1 = 2m, merupakan karakter aditif dari grup siklik G
berorde n di mana n adalah bilangan ganjil.

Selanjutnya, misalkan G adalah suatu grup siklik berorde n dengan pem-
bangunnya adalah elemen g dan v adalah sebarang karakter aditif dari grup G
dengan

2k
Y(g*) = o + Z untuk |G| adalah bilangan genap
dan "
¥(¢*) =~ +Z untuk |G| adalah bilangan gan,
maka 1)(g*) adalah akar jumlahan ke-|G| dari 0 + Z di dalam grup Q/Z.

Teorema dasar fundamental grup Abel hingga mengatakan bahwa setiap grup
Abel hingga merupakan jumlahan langsung grup-grup siklik berorde prima berpang-
kat. Di sisi lain, setiap grup siklik berorde n isomorfik dengan grup siklik Z,,. Oleh
karena itu, setiap grup Abel hingga isomorfik dengan bentuk

Zp;u D Zp;w ©---D Zp:k. (1.3)

Jika didefinisikan ¥y, r, ... » (T1, %2, -, 2k) = Uy, (21) + Upy (22) + - - + Up (T),
maka rumus karakter aditif dari suatu grup Abel hingga adalah sebagai berikut.

Misalkan p; = 2 untuk suatu [ € {1,2,--- ,k}, karakter aditif dari bentuk
(1.3) adalah

wrl,rz,m Tk (1'1; T, 7xk) = wn (3;‘1) + wT'z (332) +o 4+ wTk (xk)

:§¢Tj(xj)+wrl(xl): (szzj?xj +Z) n (%)

Selanjutnya, misalkan p; # 2 untuk semua j = 1,2,--- K, karakter aditif dari

bentuk ([1.3) adalah

d)h,?“’z,"' Tk (th?v e ’xk) = wh ($1) + ’w?“z (1‘2) e /l/)rk (_k)
k

k
=Y w) =Y P 42
i=1 p

j=1 *J
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Wood [4] mengatakan bahwa fungsi eksponensial kompleks mendefinisikan
homomorfisma injektif Q/Z — C* dengan §+7Z — e?™% . Kemudian fungsi ekspo-
nensial membangkitkan suatu homomorfisma grup Homyz (G, Q/Z) — Homz(G,C*)
dengan ¢ +— €27 Ketika G berhingga, homomorfisma grup ini merupakan suatu
isomorfisma. Dengan kata lain, Homyz (G, Q/Z) = Homz(G,C*). Oleh karena itu,
sifat-sifat pada karakter multiplikatif juga terpenuhi pada karakter aditif, yaitu

G = Homz(G,Q/7Z) (1
G = |Homz(G.Q/2)| (
Homz(G1 x G2,Q/Z) = Homz(G1,Q/Z) x Homz(G2,Q/Z) (
D> elg)=0+2 (

geG

—_ =

4)
5)
6)
1.7)

> Y(g) =0+7Z. (1.8)

YEHomyz(G,Q/Z)

Sedangkan untuk jumlahan fungsi eksponensial dari grup aditif, dipunyai

Z Q2mink(g) _ |G| ketika v adalah karakter utama (principal) (1.9)
= N 0 ketika 1 bukan karakter utama (principal), '
dan
oriv(g) _ | |G| ketika g=0 110
Z ¢ { 0 ketika g # 0. (1.10)

YeHomz(G,Q/Z)

Diasumsikan grup Abel hingga G adalah grup aditif, sehingga elemen identitas
di grup G adalah elemen 0. Kemudian himpunan semua karakter aditif dari G yang
dinotasikan dengan Homyz(G,Q/Z) membentuk suatu grup terhadap jumlahan
fungsi dengan elemen identitas di Homgz(G,Q/Z) adalah karakter aditif utama
(principal), yaitu ¥o(g) = 0 + Z untuk setiap g € G.

2 HASIL PENELITTAN

Definisi dan proposisi mengenai kode dual dari suatu kode aditif dalam bentuk
fungsi annihilator dapat dilihat di Wood [4], sedangkan definisi dan proposisi kode
dual dari suatu kode aditif dalam bentuk subgrup merupakan gabungan konsep
bentuk biaditif oleh Wood [4] dan konsep hasil kali dalam di dalam grup oleh
Delsarte [1].

Definisi 2.1. Misalkan C adalah suatu kode aditif panjang n atas grup Abel hingga
G. Kode dual dari C didefinisikan sebagai himpunan

(Homz(G,Q/Z)" : C) = {¢ € Homz(G,Q/Z)" | (¢)=0+7Z, VYeceC}.
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Proposisi 2.2. Misalkan C' adalah suatu kode aditif panjang n atas suatu grup
Abel hingga G. Kode dual dari C, yaitu (Homz(G,Q/Z)" : C), memenuhi sifat-
sifat:

(i). (Homz(G,Q/Z)™ : C') merupakan kode aditif panjang n atas grup G,

(ii). (G"™: (Homz(G,Q/Z)™ : C))=C, dan

(iii). |C| - [(Homz(G,Q/Z)" : C)| = |G"|.

Bukti. (i). Diambil sebarang 1,15 € (Homz(G,Q/Z)" : Cy). Berarti ¢ (c) =
0+ Z dan 15 (c) = 0+ Z. Diperhatikan karena 1o di Homgz(G,Q/Z)", maka
—1)9 juga di Homyz(G,Q/Z)". Akibatnya diperoleh (11 — 13)(c) = 91(c) —
Po(c) =04+Z—-0+7Z =0+ Z. Jadi (Homz(G,Q/Z)™ : Cy) adalah subgrup
dari Homyz(G,Q/Z)". Dengan kata lain, (Homz(G,Q/Z)" : C;) adalah kode
aditif panjang n atas grup Abel hingga G.

(ii). Diperhatikan bahwa (G" : ((Homgz(G,Q/Z)" : C1)) = {y € G"|¢¥(y) =
0+ 2,V € (Homz(G,Q/Z)"™ : Cy)}. Akan ditunjukkan bahwa berlaku
(G™: (Homgz(G,Q/Z)" : C1))=C}.

Pertama, diambil sebarang y di (G™ : ((Homz(G,Q/Z)™ : C1)), maka y be-
rada di G™ dengan sifat ¢)(y) = 0+ Z, untuk setiap ¢ € ((Homgz(G,Q/Z)™ :
C1). Akibatnya diperoleh y € Cj.

Kedua, diambil sebarang = € Cy dan ¢ € ((Homgz(G,Q/Z)" : Cy), maka
Y(x) = 0+ Z. Akibatnya diperoleh z € (G™ : (Homz(G,Q/Z)" : C})).
Jadi (G™: (Homgz(G,Q/Z)™ : Cy))=C}.

(iii). Pertama, akan ditunjukkan (Homz(G",Q/Z) : C1) = Homz(G"/C1,Q/Z).
Diperhatikan bahwa C adalah suatu subgrup dari grup G™, sehingga peme-
taan ¢ : G® — G™/C; adalah suatu homomorfisma natural. Jika y adalah
homomorfisma grup G"/Cy — Q/Z, yaitu x € Homz(G"/C1,Q/Z), maka
x o adalah suatu homomorfisma grup dari G ke Q/Z yaitu x o1 termuat
di Homz(G™,Q/Z). Kemudian pengaitan x — x o % mendefinisikan homo-
morfisma grup injektif Homyz(G™/C1,Q/Z) — Homyz(G™, Q/Z) yang hasil
pemetaannya adalah himpunan

(Homz(G™,Q/Z) : C1) ={p € Homz(G",Q/Z)|Cy C Ker(p)}.

Akibatnya, (Homz(G™,Q/Z) : C1) = Homyz(G"/C1,Q/Z). Selanjutnya,
berdasarkan Persamaan (1.4) dan (1.6), diperoleh Homgz(G™/C1,Q/Z) =
G"/Cy dan Homyz(G",Q/Z) = Homz(G,Q/Z)™. Akibatnya, berlaku

C1| - [(Homgz(G,Q/Z)" : Ch)| = |G"]. O

Diberikan grup Abel hingga G™. Didefinisikan hasil kali dalam di dalam G
sebagai (u,x) = 1,(x), dengan definisi v, adalah seperti pada Persamaan (1.1
untuk |G| adalah genap dan seperti Persamaan (1.2) untuk |G| adalah ganjil.
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Kemudian misalkan H adalah subgrup dari G™, dual dari H didefinisikan sebagai
himpunan

H* = {x € G"|(y,x) = ¢y(x) =0+ Z,Vy € H}.
Kode dual yang didefinisikan tersebut harus memenuhi proposisi yang ada pada
Wood (2009), sehingga diperoleh proposisi sebagai berikut.

Proposisi 2.3. Misalkan Cy adalah kode aditif panjang n atas suatu grup Abel
hingga G. Kode dual dari Cy, yaitu himpunan Cf = {x € G"|(u, ) = 0+ 7Z,Yu €
C1}, memenuhi:

(i). Ci merupakan kode aditif panjang n atas grup Abel hingga G,
(ii). (C{)*+=Cy, dan
(iii). |C1] - |Cf| = |G™|

Bukti. (i). Diambil sebarang x dan y di Ci-. Diperoleh bahwa (u, ) = ¥, (z) =
0+Z dan (u,y) = ¥, (y) = 0+ Z, untuk semua u € C;. Diperhatikan karena
y € G™ dan G adalah grup aditif, maka —y € G™. Akibatnya berlaku,
(u, —y) = Yu(@ + (-y)) = Yul(@) + Yu(-y) = (u,2) = (w,y) = 0+ Z.
Diperoleh Ci- adalah subgrup dari G™. Jadi, Ci- adalah kode aditif panjang
n atas grup Abel hingga G.

(ii). Mengingat bahwa Ci- = {z € G™|(u,z) = 0+ Z,Yu € C1}, maka (C{)* =
{y € G"|{u,y) = 0+ Z,Yu € Ci}. Pertama, diambil sebarang y € (Ci-)*,
diperoleh (u,y) = 0 + Z, untuk setiap u € Ci-. Mengingat v € Ci- dan y €
(Ci)* sebarang, maka y € Cj. Selanjutnya, diambil sebarang y € C; dan
u € Ci-. Diperoleh (u,z) = 0+ Z yang berarti y € (Ci-)*. Jadi (C{)+=0C;.

(iii). Diperhatikan bahwa kode dual C{- merupakan annihilator dari C; di dalam
grup Abel hingga G™ yang dinotasikan (G™ : C7). Dalam pembuktian Propo-
sisi 2.2 poin 3, telah dibuktikan bahwa (Homz(G™, Q/Z) : C4) isomorfik de-
ngan Homgz(G"/Cy,Q/Z). Kemudian karena Homgz(G",Q/Z) isomorfik de-
ngan G™ dan Homgz(G"/C1,Q/Z) = G™/C}, diperoleh (G™ : Cy) = G™ /(.
Akibatnya, diperoleh |Cy] - |C{| = |G™. O

Definisi 2.4. [Wood, 2009] Misalkan G adalah suatu grup Abel berhingga and
V' adalah suatu ruang vektor atas bilangan kompleks C. Himpunan semua fungsi
dari grup G ke ruang vektor V yang dinotasikan dengan F(G, V') merupakan suatu
ruang vektor atas lapangan C dengan operasi jumlahan fungsu and perkalian skalar
dengan fungsi.

Definisi 2.5. [Wood, 2009] Misalkan G adalah suatu grup Abel hingga, himpunan
Homy(G,C*) adalah grup karakter dari G, dan V adalah suatu ruang vektor
atas bilangan kompleks C. Himpunan semua fungsi dari grup Homz(G,C*) ke
ruang vektor V yang dinotasikan dengan F(Homgz(G,C*),V) merupakan suatu
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ruang vektor atas lapangan C dengan operasi jumlahan fungsi dan perkalian skalar
dengan fungsi.

Definisi 2.6. [Rio, 2017] Diberikan ruang vektor F(G,V) dan F(Homz(G,Q/Z),V).
Jika f adalah suatu elemen di F(G,V) dan ) adalah suatu elemen di Homz(G,Q/Z),

maka transformasi Fourier dari f yang dinotasikan dengan f adalah suatu pemetaan
dari F(G,V) ke F(Homz(G,Q/Z),V) dengan definition sebagai berikut
F) =YY" e f(a)
zeG
Proposisi 2.7. [Rio, 2017] Diberikan ruang vektor F(G,V) dan F(Homz(G,Q/Z),V).
Jika f adalah suatu fungsi di dalam ruang vektor F(G, V'), homomorfisma ¢ adalah

suatu karakter di dalam grup karakter Homz(G,Q/Z), dan f adalah transformasi
Fourier dari f dengan definisi

Fw)y=">" "9 f(g),
geG

maka rumus inversi Fourier didefinisikan sebagai

1 .

flg) = ] > ™9 f(gh).
YeHomyz(G,Q/Z)
Bukti. Mengingat f(1)) = P e2™%(9) f(g), maka diperoleh
Z e2ﬂiw(—g)f(¢) _ Z e2mi(—g) Z e2ﬂi¢(b)f(b>

YeHomyz(G,Q/Z) YeHomy(G,Q/Z) beG
(X et-9)r0.
beG  YeHomz(G,Q/Z)
Berdasarkan Persamaan (1.10]), untuk b = g yang berarti b — g = 0, diperoleh
S D) f(g) = (Gl f(g).
YeHomyz(G,Q/Z)
Untuk b # g, diperoleh
Yo X )i =o
beG/{g} Ye€Homz(G,Q/Z)
Jadi,
S emeafy) =3 (3 e ) i) = (Gl f(g).
YEHomy(G,Q/Z) beG YeHomz(G,Q/Z)
Terbukti bahwa
f@) =0 Y, ETEIf(y).

eHomz(G,Q/Z)
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Teorema 2.8. [Rio, 2017] Misalkan H adalah subgrup dari suatu grup Abel berhingga
G, f adalah suatu pemetaan dari G ke C, Homz(G,Q/Z) adalah grup karakter
aditif dari grup G, dan himpunan
(Homz(G,Q/Z) : H) ={¢y € Homz(G,Q/Z) | (h)=04+7, VYhe H}
adalah annihilator dari H di dalam Homgz(G,Q/Z), berlaku
1 2mih(—a) 7
e
2 f ~ (Homz(G,Q/Z) - H) 2 1)

zeH Ye(Homz(G,Q/Z):H)

Bukti. Diperhatikan bahwa

S flata) = Z‘ S e fy)

reH zeH wEHomZ(G,Q/Z)

Z el Z 2TV (a)+(=) F(y))

r€H wEHomZ(G Q/Z)

| Z Z 27ri1/1(7a)627ri1/1(7m)f(¢)

z€H eHomz(G,Q/Z)

1 ip(—a i (—x) I
:@ Z ZG%W( ) 27 (=) F(4h)

YeHomyz(G,Q/Z) xeH
— 1 2mih(—a) 7 2mi(—x)
=@ 2 (e HODIL )-
YeHomyz(G,Q/Z) zeH

Mengingat Homyz(G,Q/Z) = G dan berdasarkan Teorema Lagrange, diperoleh
G
[((Homz(G,Q/Z) : H)| = |G : H| = lel Kemudian berdasarkan Persamaan (L.9),

[H|
diperoleh
1
Zf(ﬂ“rff):@ > ( O fg) Y et Z)
reH YeEHomyz(G,Q/Z) zeH

1

= e2miv(—a) N
[(Homz(G,Q/Z) : H) f@).

™

YEHomyz(G,Q/Z)
O

Akibat 2.9. [Rio, 2017] Misalkan H adalah subgrup dari suatu grup Abel hingga
G, f adalah suatu pemetaan dari G ke C, himpunan Homgz(G,Q/Z) adalah grup
karakter aditif dari grup G, serta himpunan karakter aditif
(Homz(G,Q/Z) : H) ={y € Homz(G,Q/Z) | (h)=0+2,Yhe H}
adalah annihilator dari H di dalam Homz(G,Q/Z). Jika a =0 (a € H), maka
1 ~
210 ooz, , 2= I

zeH Ye(Homy(G,Q/Z):H)
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Proposisi 2.10. [Wood, 2009] Misalkan V adalah suatu aljabar kompleks dan f
adalah suatu fungsi di dalam ruang vektor F(G™, V). Jika fungsi f didefinisikan
dengan f(x1, - ,xn) =11, fi(z:) di mana f1, -+, fn € F(G,V), maka

F=11+
i=1
yaitu untuk v = (Y1, ,n) € Homy(G,Q/Z)" berlaku

) =[] fiw).
i=1
Mengingat bahwa Homz(G,Q/Z)" =2 Homz(G™,Q/Z), maka v dapat dipandang
sebagai elemen di dalam Homz(G"™,Q/Z).
Bukti. Diperhatikan

F@) = Fr, - )
= 3 flanag) i e )

(a1, ,an)EG™

= Z f(al’ . ’an)eQﬂ'i(wl(al)‘i"” Wn(an))
(017"'7an)€G”

_ Z H f 27rzw1 (LL7

(a1, ,an)EG™ i=1
Misalkan |G| = m, maka |G™| = m™. Akibatnya diperoleh

Z H e277i1/}'i(ai)fi (az> — Z eQwiwl(al)fl (al) . eQTriwn(an)fn(an)

(a1, ,an)EG™ i=1 (a1, ,an)€G™
_ 6271'2-’([)1 (all)fl (all) . eQWiwn(anl)fn(anl)

n 62771’1/)1(@12)]1'1 (ai2)--- 627ri¢n(an2)fn (an2)

+ 27ri1/)1 (alm)fl (alm) .. e?ﬂ'iwn(anm)fn (anm)

n
eQTri’(/)i(a,;l)fi(ail) 4.+ H ezﬂ’iwi(aim)fi (alm)

i=1

(62ﬂi¢i(ail)fi(ail) +o ezmwi(ai’")fz’(aiTﬂ))

|

N
Il
—

I

s
Il
-

I
:::

6271'11/) (al)f az ﬁ }-\

N
Il
-

a; €G
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Definisi 2.11. [Szabo and Wood, 2016] Diberikan suatu grup Abel hingga G.
Bobot Hamming dari suatu karakter di dalam G didefinisikan sebagai.

mmz{

Untuk ¢ = (1,2, -+ , ) € G", didefinisikan

mwzzwwy

0, ketika v adalah karakter principal

2.1
1, when ¢ bukan karakter principal. (2.1)

suatu grup Abel hingga.

Teorema 2.12. [Wood, 2009] Diberikan kode aditif C subruang dari grup Abel
hingga G™ dan annihilator (Homz(G™,Q/Z) : C) adalah kode dualnya. Jika We(X,Y)
adalah pencacah bobot homogen dari C dan W gom,an 0/z):c)(X,Y) adalah pen-
cacah bobot homogen dari (Homz(G™,Q/Z) : C), maka

1
W Homs(Gm,0/2):0)(X,Y) = |C|WC(X +(G|-1)Y, X -Y).

Bukti. Diperhatikan polinomial C[X, Y]. Didefinisikan pemetaan h : G — C[X,Y]
dengan definisi h(a) = X'~*H@)ywHa) untuk setiap a € G. Kemudian untuk se-
tiap karakter ¢ € HomZ(G Q/Z), diperoleh

Z 27T21b(a)h Z 2miv(a Xl wt(a)th(a —X+4Y Z 27r7,1p
acG acG ac€G/{0}

Berdasarkan Persamaan (|1.9)), diperoleh

() = X + (|G| = 1)Y, ketika ¢ adalah karakter principal
N X —Y, ketika v bukan karakter principal

Kemudian misal f adalah pemetaan G™ — C[X,Y] dengan definisi

h (2.2)

f(ah . 7an) _ Hfz(az) _ Hlewt(ai)th(ai) — anwt(a)ywt(a)
i= i=1
untuk semua (a;,--- ,a,) di G™.
Kemudian berdasarkan Proposisi dan Persamaan ([2.1)), diperoleh

_ ﬁfi(wi) _ (X +(a| - 1)Y)"7wt(¢i) (X - Y)MW. (2.3)

Berdasarkan rumus jumlahan Poisson dan Persamaan (2.1), diperoleh
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) .
We(X,Y)=)Y f(z)= o : 1)
c xEZC [(Homz(G™,Q/Z) : C)| qpe(Homz(ZG",Q/Z):C)
1
" [(Homz(G™,Q/Z) : C)| 2

o100 =

Kemudian, mengingat (Homyz(G™,Q/Z) : C) dengan C saling dual, maka diper-
oleh

1
Wi toms (G 0/2):0)(X,Y) = WWC(X +(G|-1)Y, X -Y).

O

Teorema 2.13. [Identitas MacWilliams] Diberikan kode aditif C yaitu subgrup
dari grup Abel hingga G™ dan C+ = {z € G"|{u,z) = ,(z) = 0+ Z,Yu € C}
adalah kode dualnya. Jika We(X,Y) adalah pencacah bobot homogen dari C dan
Wei (X,Y) adalah pencacah bobot homogen dari C*, maka

1
Wer(X,Y) = @WC(X + (Gl -1)Y, X -Y).

Bukti. Diperhatikan ring polinomial C[X,Y]. Didefinisikan pemetaan f : G™ —
C[X,Y] dengan definisi
f(a) — anwt(a)th(a)'
Diperoleh persamaan
> fla)= ) XrTEHOYHO) = Weu (X,Y).
acCt acC+
Transformasi Fourier dari f menjadi seperti berikut.

o~

fWu) = Z e?™u(9) £(g),  untuk suatu u di C
acGn"
_ Z eQﬂ'iwu(a)Xn—wt(a)th(a)
aEG‘VL

Z e27ri¢“1a“* up (@1, ,a")anwt(a1)7~~»7wt(a”)th(al)Jr---ert(a”)

ay, - ,an€G™

_ Z o2y (a1) ||| 2T, (an) 1 ( Y )wt(a1)+~-.+wt(an)

X

ai, - ,an€G™

= X" Z (62mwu1(a1) . ezﬂwun(an)> ((%)w““l) o ()};)wt(an))

a, - ,an €EGM
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Misal |G| = m, maka

Fo = xn((emvmion . amive ) ((%)“’“‘““ » (%)w““"”)

(cEmvs o) .. cEmivun o) ((Z)wt(am) . (Z)W““"’”))
X X

. Y \ wt(ai1) n . Y \ wt(aim)
Xn( 2m i, (ai1) (7) . 27, (@im) <7> )
e X + + 7131 e X

(ewu (ain) ( )“’f(“ﬂ) 2 (i) (%)“’““m)))

n
Y\ wt(as)
— XnH 627”1/)“ (as) (7) )
i=1a;€G X

+ o+

=

=1

:j:

s
I
—

Jika u; = 0, maka
XnH Z 2T, (ab)( )“’t(“’) XnH627Ti1b0(0)(§)0 +XnH Z
i=1la;€G i=1 i=1a,€G/{0}

(2mitho(ai) (z) wi(as)
X

:X"ﬁ(1+(|a—1)(§)).

Dari Persamaan (1.9)), ketika m bukan merupakan karakter principal dipunyai
Sucq € Wuila) = 0 dan 2™ (0 = 1.
Dipecah untuk kasus u; = 0 dan wu; # 0, diperoleh

Z 627"1'1/11;77 (as) — eQWiwui (0) + Z eZﬂiWui (as) — 0=1+ Z 627Tiwui (az)
a;,€G a;, €G/{0} a;€G/{0}

Diperoleh ZaieG/{o} e2mithu; (ai) — _q
Akibatnya jika u; # 0, maka

3 RIS | (SRUCRS

i=1a,€EG i=1 i=1a,€G/{0}

. Y\ wt(a:) - Y
2mithy,; (ai) (7) _ xn (1 _ 7)
‘ X 10 %

Diperoleh persamaan

~ n—wt
Fwa) = (x+ (61 - 1Y)
Diperhatikan bentuk dual berikut
L= {2 € G"¢u(x) =0+ 2Z,Vu € C}.
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Dapat dikatakan bahwa 1), adalah pengenol dari C di dalam grup karakter
Homz(G",Q/Z), yaitu ¢, € (Homz(G",Q/Z) : C*).

Kemudian mengingat |(Homz(G™,Q/Z) : C)| = |C*| dan antara Ct dengan C
saling dual, maka |(Homz(G™,Q/Z) : C*)| = |C].

Selanjutnya berdasarkan rumus jumlahan Poisson, Persamaan (2.2]), dan bahwa
|(Homz(G™,Q/Z) : C*+)| = |C|, maka diperoleh

1

~

Wer(X,Y)= Y fla) = ——— > Fu)

. L
aeCL (G :Ct) b €(Homz(G™,Q/Z):CL)

1
= n . J_ Z
‘(HOmZ(G 7Q/Z) :C ) Yy €(Homz(G™,Q/Z):CL)
’I’L*wt(wu) Wt(wu)
(x+(61-1Y) (x-7)

_ ‘%' 3 (X + (G| - 1)Y)"7m(v) (X _ Y)M(U)
veC

1
= —We(X+(G-1)Y, X -Y).
aVeX + (¢l - ) .

3 PENUTUP

Berdasarkan hasil penelitian, diperoleh kesimpulan-kesimpulan sebagai berikut.

(i).

Pendefinisian kode dual dari suatu kode aditif dapat menggunakan kon-
sep fungsi annihilator pada teori grup sebagai berikut. Diberikan grup Abel
hingga G dan himpunan G™ adalah n-tupel dari grup G. Wood [4] mendefin-
isikan kode dual dari kode aditif C; yaitu subgrup dari grup Abel hingga
G™ sebagai himpunan

{Y € Homz(G,Q/Z)" | (c)=0+7Z, VeceCi}.

Kode dual ini merupakan fungsi annihilator dari Cy di dalam Homz (G, Q/Z)™
yang dinotasikan dengan (Homgz(G,Q/Z)™ : Cy).

. Pendefinisian kode dual dari suatu kode aditif dapat menggunakan konsep

subgrup dengan menggabungkan konsep bentuk biaditif pada Wood [4] dan
Delsarte [1]. Diperoleh pendefinisian kode dual dari suatu kode aditif sebagai
berikut. Diberikan grup Abel hingga G’ dan himpunan G" adalah n-tupel
dari grup G. Didefinisikan hasil kali dalam di dalam G™ sebagai pemetaan
dari G™ x G™ ke Q/Z dengan (u,z) = ,(x) dengan 1, adalah karakter
aditif dari grup G™. Kemudian misalkan H adalah subgrup dari G™, dual
dari H didefinisikan sebagai himpunan

H* = {z € G"|(y,x) = ,(x) =0+ Z,Vy € H}.
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(iii). Untuk membuktikan teorema Identitas MacWilliams pada kode aditif, baik
dengan kode dual berupa fungsi annihilator maupun subgrup, diperlukan
konsep mengenai transformasi Fourier dan rumus jumlahan Poisson. Alur
pembuktian teorema Identitas MacWilliams pada kode aditif sama dengan
alur pembuktian teorema Identitas MacWilliams pada kode linear.
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