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PERINORMALITAS DI DAERAH KRULL

(PERINORMALITY ON KRULL DOMAINS)

Qonita Qurrota A’yun∗, Sri Wahyuni

Abstract. An integral domain R is said to be perinormal if whenever T is a local overring

of R such that the inclusion R ⊆ T satisfies going-down, it follows that T is a localization

of R necessarily at a prime ideal. Perinormality is one of integral closedness property.

As the integral closure of any Noetherian normal domain is Krull, it will be shown that

perinormality is a generalization of Krull domains.
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Abstrak. Daerah integral R dikatakan perinormal jika untuk setiap overring lokal T

dari R yang memenuhi kondisi going-down, maka T merupakan lokalisasi dari R pada

ideal prima. Perinormalitas merupakan salah satu sifat ketertutupan integral. Dengan

memperhatikan bahwa klosur integral dari daerah normal Noether merupakan daerah

Krull, pada penelitian ini akan ditunjukkan bahwa perinormalitas merupakan generalisasi

dari daerah Krull.

Kata-kata kunci: lokalisasi, going-down, perinormal, daerah Krull.

1. PENDAHULUAN

Misal diberikan suatu daerah integral R dengan ring hasil bagi K. Setiap ring T
yang memenuhi R ⊆ T ⊆ K disebut dengan overring. Sebagai contoh, ring bilangan
rasional diadik merupakan overring dari daerah integral Z.

Misalkan T adalah overring dari R. Salah satu hubungan antara ideal-ideal prima
di R dengan ideal-ideal prima di T dinyatakan dalam Teorema Lying-over dan Teorema
Going-down [1]. Pada penulisan ini, ideal prima di overring T dinotasikan dengan huruf
P biasa, adapun ideal prima di daerah integral R dinotasikan dengan p.

Misalkan P ideal prima di T dan p ideal prima di R. Ideal P dikatakan memenuhi
kondisi lying-over atas p jika p merupakan penyusutan dari P di R, dinotasikan dengan
p = P ∩R [7]. Suatu perluasan R ⊆ T dikatakan memenuhi kondisi turun (going-down)
jika berlaku Teorema Going-down pada rantai ideal primanya, yaitu untuk sebarang
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ideal prima p ⊂ q di R dan ideal prima Q di T sedemikian sehingga Q∩R = q, terdapat
ideal prima P di T sedemikian sehingga P ⊂ Q dan P ∩R = p .

p ideal prima di daerah integral R

ideal prima di overring T

⊂ q

Q

q = Q ∩R

P

p = P ∩R

⊂

Lebih lanjut, R dinamakan daerah turun (going-down domain) jika setiap overring
dari R memenuhi kondisi turun [3].

Dengan menggunakan konsep turun tersebut, Epstein dan Saphiro (2016) un-
tuk pertama kalinya mendefinisikan konsep perinormalitas [3]. Istilah perinormalitas
mengacu pada sifat-sifat perinormal di daerah integral. Daerah integral R dikatakan
perinormal jika setiap overring lokal dari R yang memenuhi kondisi turun merupakan
lokalisasi pada ideal prima. Untuk overring yang tidak disyaratkan lokal, akan memo-
tivasi pendefinisian daerah perinormal global. Penamaan perinormal berkaitan dengan
konsep normal Noether yang biasa digunakan untuk ketertutupan integral [3, Teorema
3.10]. Dengan memperhatikan bahwa klosur integral dari daerah normal Noether meru-
pakan daerah Krull [4], hal ini memotivasi untuk menyelidiki perinormalitas di daerah
Krull.

Penelitian ini merupakan studi literatur yang bersifat teoritis. Mula-mula dibe-
rikan definisi daerah perinormal dan daerah perinormal global menurut Epstein dan
Saphiro [3]. Diberikan pula definisi daerah Krull dan daerah Krull tergeneralisasi [3]
dengan memperhatikan ideal-ideal prima [6], [8]. Selanjutnya, akan dikaji hubungan
antara daerah perinormal dan daerah Krull tergeneralisasi [3] dengan memanfaatkan
Teorema Mori-Nagata [4]. Pada bagian akhir, akan dipaparkan hubungan antara dae-
rah perinormal global dan daerah Krull dengan memanfaatkan grup kelas pembagi torsi
[5].

2. PERINORMALITAS

Misalkan R daerah integral dan T overring dari R. Overring T dikatakan flat atas
R jika TM = RM∩R untuk setiap ideal maksimal M di T [11, Teorema 2]. Lebih lanjut,
jika T flat atas R, maka T merupakan suatu lokalisasi dari R pada suatu ideal prima.
Hal ini juga berarti bahwa T overring lokal. Menurut Matsumura pada [10, Teorema
9.5], setiap overring flat memenuhi kondisi turun. Dengan demikian, jika T flat, maka
T memenuhi kondisi turun dan merupakan lokalisasi dari R pada suatu ideal prima.
Timbul pertanyaan bagaimana jika situasi ini terjadi untuk setiap overring lokal dari R.
Oleh Epstein dan Saphiro [3], daerah yang memenuhi kondisi tersebut disebut sebagai
daerah perinormal.



Perinormalitas di Daerah Krull 3

Perinormal.
Berikut diberikan definisi daerah perinormal dengan memperhatikan setiap overring
lokal yang memenuhi kondisi turun.

Definisi 2.1 ([3]). Daerah integral R disebut daerah perinormal jika untuk sebarang
overring lokal T dari R sedemikian sehingga inklusi R ⊆ T memenuhi kondisi turun,
maka T merupakan suatu lokalisasi dari R pada suatu ideal primanya.

Epstein dan Saphiro dalam [3, Proposisi 2.4] memberikan karakterisasi bahwa su-
atu daerah integral R merupakan daerah perinormal dengan syarat untuk setiap overring
T dari R yang memenuhi kondisi turun berlaku T flat atas R.

Misalkan Spec(R) menyatakan himpunan semua ideal prima di R. Misalkan pula
notasi Spec1(R) menyatakan himpunan semua ideal prima di R dengan height-1. Suatu
ring R disebut mempunyai sifat karakter berhingga jika untuk setiap elemen tak nol
r ∈ R, himpunan {p ∈ Spec1(R) | r ∈ p} berhingga. Dengan menggunakan notasi dan
pengertian tersebut, diberikan definisi daerah Krull dan daerah Krull tergeneralisasi.

Definisi 2.2 ([3]). Daerah integral R disebut daerah Krull jika memenuhi

(i) R =
⋂

p∈Spec1(R) Rp,

(ii) R mempunyai sifat karakter berhingga,
(iii) Rp merupakan daerah valuasi diskrit untuk setiap p ∈ Spec1(R), dengan Rp meno-

tasikan ring lokalisasi R pada ideal prima p.

Jika untuk setiap Rp pada poin (iii) merupakan daerah valuasi (tidak harus diskrit),
maka R disebut dengan daerah Krull tergeneralisasi.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa perinormalitas merupakan generalisasi dari
daerah Krull. Mula-mula diberikan proposisi berikut yang menyatakan bahwa suatu
ring hasil bagi dari daerah Krull tergeneralisasi juga merupakan daerah Krull tergene-
ralisasi.

Proposisi 2.3 ([6], Akibat 43.6). Jika R daerah Krull tergeneralisasi dan S sistem
multiplikatif di R, maka RS juga merupakan daerah Krull tergeneralisasi.

Selanjutnya, berdasarkan [4] pada Teorema Mori-Nagata, klosur integral dari se-
barang daerah Noether merupakan daerah Krull. Dengan memperhatikan bahwa daerah
normal adalah daerah yang tertutup secara integral di lapangan hasil baginya [9], berarti
diperoleh bahwa setiap daerah normal Noether merupakan daerah Krull [10, Teorema
12.4(i)].

Misalkan (R1) menotasikan daerah R sedemikian sehingga Rp merupakan daerah

valuasi untuk setiap p ∈ Spec1(R). Diberikan lemma dan proposisi berikut sebelum
membuktikan teorema selanjutnya.

Lemma 2.4 ([3], Lemma 3.7). Misalkan R daerah integral dan T overring dari R. Jika
P ∈ Spec(T ) sedemikian hingga V = RP∩R adalah suatu daerah valuasi berdimensi 1,
maka RP∩R = TP subring dari lapangan hasil bagi K di R dan P ∈ Spec1(T ).
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Proposisi 2.5 ([3], Proposisi 3.9). Diberikan daerah (R1). Jika T suatu overring dari
R sedemikian sehingga perluasan R ⊆ T memenuhi kondisi turun, maka T memenuhi
(R1), dan pemetaan Spec(T ) −→ Spec(R) menginduksikan pemetaan injektif Spec1(T )
−→ Spec1(R) dengan image petanya terdirinya dari ideal-ideal prima p di R dengan
height-1 sedemikian sehingga pT 6= T .

Berikut diberikan teorema utama bagian ini.

Teorema 2.6 ([3]). Jika R daerah Krull tergeneralisasi, maka R perinormal.

Bukti. Misalkan T suatu overring lokal dari R dengan ideal maksimal M sedemikian
sehingga inklusi R ⊆ T memenuhi kondisi turun. Misalkan q = M ∩R. Karena R dae-
rah Krull tergeneralisasi, berarti berdasarkan Proposisi 2.3 didapat Rq juga merupakan
daerah Krull tergeneralisasi. Karena inklusi R ⊆ T memenuhi kondisi turun, akibatnya
pemetaan Spec(T ) −→ Spec(Rq) bersifat surjektif. Berdasarkan Proposisi 2.5, diper-

oleh pemetaan bijektif Spec1(T ) −→ Spec1(Rq). Selanjutnya untuk menghindari ker-

ancuan, penulisan ideal prima di Spec1(Rq) dinotasikan dengan P. Diambil sebarang

P ∈ Spec1(T ) dan ideal P = P ∩ R di Spec1(Rq) yang berkorespondensi. Menurut
Lemma 2.4, diperoleh (Rq)P = TP . Dengan demikian, Rq ⊆ T ⊆

⋂
P∈Spec1(T ) TP =⋂

p∈Spec1(Rq)(Rq)P = Rq. Jadi, T = Rq. Dengan kata lain, R perinormal. �

Mengingat bahwa setiap daerah Krull merupakan daerah Krull tergeneralisasi,
maka berdasarkan Teorema 2.6 di atas diperoleh bahwa daerah perinormal merupakan
generalisasi dari daerah Krull.

Diperhatikan kembali Definisi 2.1. Suatu daerah integral didefinisikan sebagai
daerah perinormal dengan memperhatikan setiap overring lokal dari daerah integral
tersebut. Untuk kasus overring yang lebih umum, yaitu overring yang tidak disyaratkan
lokal, hal ini memunculkan pendefinisian daerah perinormal global.

Perinormal Global.

Definisi 2.7 ([3]). Daerah integral R disebut daerah perinormal global jika untuk
sebarang overring T dari R sedemikian sehingga inklusi R ⊆ T memenuhi kondisi turun,
maka T merupakan suatu lokalisasi dari R pada suatu himpunan multiplikatifnya

Setiap daerah perinormal global merupakan daerah perinormal [3]. Untuk arah
sebaliknya, proposisi berikut menyatakan syarat perlu dan cukup suatu daerah perinor-
mal global dengan memanfaatkan karakter overring flat terhadap lokalisasi. Hasil dari
proposisi ini akan digunakan untuk membuktikan teorema selanjutnya.

Proposisi 2.8 ([3], Proposisi 6.2). Misalkan R daerah perinormal. Daerah R meru-
pakan daerah perinormal global jika dan hanya jika setiap overring flat dari R meru-
pakan suatu lokalisasi dari R.

Selanjutnya diberikan teorema yang memberikan syarat cukup agar suatu daerah
Krull R merupakan daerah perinormal global dengan memanfaatkan sifat torsi dari
grup kelas pembagi C (R).
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Teorema 2.9 ([3]). Misalkan R daerah Krull. Jika grup kelas pembagi C (R) dari R
adalah torsi, maka R perinormal global.

Bukti. Diberikan daerah Krull R. Dengan memanfaatkan Proposisi 2.8 dan Teorema
2.6, cukup ditunjukkan bahwa setiap overring flat dari R merupakan suatu lokalisasi dari
R. Diambil sebarang overring flat T dari R. Karena T flat atas R, berarti TM = RM∩R
untuk setiap ideal maksimal M di T . Hal ini juga berarti bahwa T = ∩Rp untuk setiap
ideal prima p di R. Diperhatikan bahwa suatu daerah Krull mempunyai grup kelas
pembagi torsi jika dan hanya jika setiap ideal divisorial primanya (yaitu ideal prima
dengan height-1) merupakan radikal dari suatu ideal utama. Hal ini mengakibatkan
R mempunyai grup kelas pembagi torsi jika dan hanya jika setiap sublokalisasi atas R
merupakan lokalisasi dari R. Karena R diasumsikan mempunyai grup kelas pembagi
torsi, berarti setiap irisan lokalisasi-lokalisasi dari R pada ideal primanya merupakan
suatu lokalisasi dari R. Oleh karena itu, T merupakan lokalisasi dari R. Dengan kata
lain, R perinormal global. �

Untuk arah sebaliknya dari Teorema 2.9 di atas, akan berlaku dengan tambahan
asumsi, yaitu khusus untuk daerah Krull berdimensi satu. Akan ditunjukkan pada
proposisi di bawah ini bahwa suatu daerah Krull berdimensi satu merupakan daerah
Dedekind. Oleh Matsumura [10], daerah Dedekind adalah daerah integral sedemikian
sehingga setiap ideal tak nolnya invertibel. Lebih lanjut, daerah Dedekind yang bukan
merupakan lapangan adalah daerah normal Noether berdimensi satu [10, Teorema 11.6].
Berdasarkan hal tersebut, dibuktikan proposisi berikut.

Proposisi 2.10 ([10]). Daerah R merupakan daerah Krull berdimensi satu jika dan
hanya jika R daerah Dedekind.

Bukti. Misalkan R daerah Dedekind, berarti R merupakan daerah Noether normal,
yang berarti juga merupakan daerah Krull. Sebaliknya, misalkan R daerah Krull berdi-
mensi satu, akan ditunjukkan bahwa R Noether. Diambil sebarang ideal tak nol I di
R. Misalkan a elemen tak nol di I. Jika dapat ditunjukkan bahwa R/aR Noether,
maka I/aR dibangun secara berhingga, yang berarti I juga dibangun secara berhingga.
Karena R Krull, berarti ideal utama aR dapat dinyatakan sebagai aR = q1∩· · ·∩qr de-
ngan qi menyatakan perpangkatan dari ideal-ideal prima pi sedemikian sehingga pi 6= pj
jika i 6= j. Karena dim(R) = 1, berarti setiap pi merupakan ideal maksimal. Dengan
demikian,

R/aR = R/q1 × · · · ×R/qr.

Diperhatikan bahwa R/qi ring lokal dengan ideal maksimal pi/qi, yang berarti R/qi ∼=
Rpi

/qiRpi
. Karena setiap Rpi

merupakan ring valuasi diskrit, berarti R/aR Noether.
Oleh karena itu, R daerah Noether berdimensi satu dan normal. Jadi, R Dedekind. �

Misalkan R daerah Dedekind dan m ideal maksimal di R, maka Rm merupakan
ring valuasi diskrit rank-1 dan R merupakan irisan dari semua Rm tersebut. Dengan
kata lain, ∩Rm = R jika dan hanya jika m berjalan untuk semua ideal prima di R.
Misalkan T adalah overring dari R, berarti T juga daerah Dedekind. Lebih lanjut, jika
p ideal prima di R sedemikian sehingga pT 6= T , maka pT ideal maksimal di T . Kondisi
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ini berlaku untuk setiap ideal maksimal di T . Selanjutnya, ring hasil bagi dari T pada
ideal pT (dengan pT 6= T ) tidak lain adalah Rp.

Misalkan A himpunan semua ideal maksimal di R, notasi RA menyatakan irisan
dari semua Rp, dengan p berjalan untuk ideal-ideal prima yang tidak termuat di A.
Diperoleh pRA = RA untuk p ∈ A. Dengan asumsi demikian, diberikan proposisi
berikut.

Proposisi 2.11 ([5]). Pernyataan-pernyataan berikut saling ekuivalen:

(i) Setiap overring dari R merupakan ring hasil bagi dari R.
(ii) Grup kelas ideal dari R merupakan grup torsi.

Bukti. (i) =⇒ (ii) Misalkan p sebarang ideal prima di R. Dibentuk RA dengan A
merupakan himpunan singleton yang hanya memuat p. Karena RA ring hasil bagi dari
R dan RA 6= R, berarti terdapat elemen tak unit di R yang merupakan unit di RA.
Karena kasus ini berlaku untuk setiap ideal prima di R, berarti grup kelas ideal di R
merupakan grup torsi.
(ii) =⇒ (i) Misalkan T overring dari R. Dibentuk himpunan m yang memuat semua
elemen di R yang merupakan unit di T . Berarti m merupakan subset multiplikatif. Akan
ditunjukkan bahwa T merupakan ring hasil bagi dari R terhadap subset multiplikatif
m, yaitu T = Rm. Jelas bahwa Rm ⊆ T . Diambil sebarang elemen x ∈ T . Dibentuk
xR = ab−1 dengan a dan b ideal integral (yaitu a, b ideal yang termuat di R) sedemikian
sehingga a + b = R. Berarti aT + bT = T . Karena x ∈ T , diperoleh pula aT = xbT .
Oleh karena itu, bT = T . Berdasarkan asumsi bahwa grup kelas ideal dari R merupakan
grup torsi, diperoleh bn = bR untuk suatu bilangan bulat positif n. Selanjutnya, karena
bT = T didapat bT = T yaitu b ∈ m. Akan tetapi diperhatikan bahwa xb = a ⊂ R,
sehingga xb ∈ R yang berarti x ∈ Rm. Jadi, T = Rm. �

Dengan memanfaatkan Proposisi 2.11 di atas, dapat ditunjukkan teorema berikut.

Teorema 2.12 ([3]). Misalkan R merupakan daerah Krull dengan dim(R) = 1. Jika
R perinormal global, maka grup kelas pembagi C (R) dari R adalah torsi.

Bukti. Diketahui bahwa R perinormal global dengan dim(R) = 1. Karena R daerah
Krull dan berdimensi 1, berarti R merupakan daerah Dedekind. Karena R perinormal
global, berarti setiap overring dari R merupakan suatu lokalisasi dari R. Berdasarkan
Proposisi 2.11, hal ini ekuivalen dengan membuktikan bahwa grup kelas pembagi C (R)
adalah torsi. �

3. PENUTUP

Daerah perinormal merupakan generalisasi dari daerah Krull (Teorema 2.6). Akan
tetapi, tidak semua daerah Krull merupakan daerah perinormal global. Diperlukan
peran grup kelas pembagi untuk menunjukkan kapan suatu daerah Krull merupakan
daerah perinormal global (Teorema 2.9). Arah sebaliknya berlaku untuk daerah Krull
berdimensi satu dengan memanfaatkan daerah Dedekind (Teorema 2.12).
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Bagan berikut menunjukkan hubungan antara daerah perinormal, perinormal
global, Krull, dan Krull tergeneralisasi.

Krull, dengan grup

kelas pembagi torsi

Krull Perinormal global

Krull tergeneralisasi Perinormal

Figure 1. Hubungan antara daerah perinormal, perinormal global,
Krull, dan Krull tergeneralisasi
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