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RING KONTEKS MORITA SEBAGAI ORDER
DALAM SUATU RING ARTIN SEDERHANA

(A MORITA CONTEXT RING AS AN ORDER OF
A SIMPLE ARTINIAN RING)

NOVITA DAHOKLORY*, INDAH EMILIA WIJAYANTI, SUTOPO

Abstrak. Suatu konteks Morita merupakan 6-tupel M = (R, V, W, S, a, 8) dengan R
dan S merupakan ring, V merupakan suatu (R, S)— bimodul, W merupakan suatu
(S, R)— bimodul, o : V®gW — R merupakan suatu homomorfisma (R, R)—bimodul
dan 8 : W ®pg V — S merupakan homomorfisma (S, S)—bimodul . Dengan menggu-
nakan sifat pada komponen-komponen penyusun M, suatu ring dapat dikonstruksikan

yaitu T = yang disebut sebagai ring konteks Morita. Dalam penelitian ini,

w s

ring T" diasumsikan sebagai ring Goldie prima. Dengan kata lain, ring konteks Morita
QR) Q)Y o

QW) Q(9)

lanjutnya, dikenal order dalam dalam suatu ring Artin sederhana yang lebih khusus

T merupakan order dalam suatu ring Artin sederhana Q(7T) = (

yaitu order maksimal dan order Asano. Lebih lanjut, penelitian ini bertujuan un-
tuk memberikan beberapa syarat perlu dan cukup ring konteks Morita 7" merupakan
order maksimal dan order Asano di ring Q(T).

Kata-kata kunci: Konteks Morita, ring Goldie prima, order maksimal, order Asano.

Abstract. A Morita context is a 6-tuple M = (R,V,W,S,a,) where R and S
are rings, V an (R,S)— bimodule, W an (S,R)— bimodule, o : V ®s W — R
an (R, R)— bimodule homomorphism and 8 : W ® g V' — S an (S,S5)— bimodule
homomorphism. By using the components properties of M, a ring can be constructed

which is T = ({f] S and 7T is called Morita context ring. In this study, ring T
will be assumed as a prime Goldie ring. In other words, the Morita context ring T’

QR)  Q(V)
QW) Q(5)

there are two particular orders in a simple Artinian ring which are maximal order

is an order in a simple Artinian ring Q(T) = ( > . Moreover, we know

and Asano order. Furthermore. this study aims to give the necessary and sufficient
conditions for the Morita context ring 7" to be a maximal order and an Asano order

in ring Q(T).
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1. PENDAHULUAN

Konteks Morita merupakan 6-tupel M = (R,V,W,S,«,3) dengan R dan S
merupakan ring, V' merupakan (R, S)— bimodul W merupakan (S, R)— bimodul,
a: Q ®s P — R merupakan homomorfisma (R, R)—bimodul dan g : P ®r Q —
S merupakan homomorfisma (.9,5)—bimodul. Dengan menggunakan sifat pada
komponen-komponen konteks Morita M, dapat dibentuk suatu ring yaitu

(Y

yang disebut sebagai ring konteks Morita.

w S

pakan ring Goldie prima belum menjamin ring 7" sebagai ring Goldie prima. Salah

Dalam suatu ring konteks Morita T = (R V), ring R dan S yang meru-

satu contohnya adalah ring T = (; ZZ2) dengan a = § = 0. Apabila diper-

hatikan, 7" bukan merupakan ring prima. Oleh karena itu, diberikan syarat perlu
dan cukup agar ring konteks Morita 7" merupakan ring Goldie prima sebagaimana
yang tercantum pada penelitian [2] dan [7]. Suatu ring T merupakan ring Goldie
prima jika dan hanya jika 7" merupakan order dalam suatu ring Artin sederhana
Q(T) [6). Dalam penelitian ini, diasumsikan ring konteks Morita 7' merupakan ring
Goldie prima. Dengan kata lain, ring 7" merupakan order dalam suatu ring Artin
sederhana Q(T).

Penelitian ini bertujuan untuk menyelidiki sifat-sifat yang berlaku dalam ring
konteks Morita sebagai order dalam suatu ring Artin sederhana. Dalam penelitian
ini, akan dijabarkan secara mendetail bukti - bukti dari sifat sifat yang berlaku
dalam ring konteks Morita yang merupakan order dalam suatu ring Artin seder-
hana yang merujuk pada [5] dan [4]. Dalam penelitian ini juga akan diberikan
beberapa contoh terkait dengan ring konteks Morita sebagai order dalam suatu
ring Artin sederhana. Selanjutnya dikenal order dalam suatu ring Artin seder-
hana yang lebih khusus yaitu order maksimal dan order Asano. Lebih lanjut,
akan diberikan beberapa syarat perlu dan cukup sedemikian sehingga ring kon-
teks Morita T" merupakan order maksimal dan order Asano.

Konsep dasar mengenai teori order dapat merujuk pada [3] dan [I]. Pada
penelitian ini, himpunan semua elemen reguler di dalam suatu ring R dinotasikan

dengan Cr(0).
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2. KONTEKS MORITA SEBAGAI ORDER

Suatu ring R disebut ring Goldie kanan apabila ring R berdimensi seragam
hingga sebagai R-modul kanan dan memenuhi kondisi rantai naik untuk annihi-
lator kanan, dalam artian bahwa untuk setiap rantai naik annihilator-annihilator
kanan di R yaitu {Ann"(4,)}nen dengan A, C R terdapat ny € N sedemikian
hingga Ann"(A,) = Ann"(A,41) untuk setiap n > ng. Dengan cara yang sama
dapat didefinisikan ring Goldie kiri. Ring R disebut ring Goldie kiri apabila R
berdimensi seragam hingga sebagai R-modul kiri dan memenuhi kondisi rantai
naik annihilator kiri. Ring R disebut ring Goldi apabila R merupakan ring Goldie
kanan sekaligus ring Goldie kiri.

Suatu ring R disebut ring Goldie prima apabila ring R merupakan ring Goldie
dan ring prima. Diketahui juga bahwa suatu ring R merupakan ring Goldie prima
jika dan hanya jika R merupakan suatu order dalam suatu ring Artin sederhana
[6].

Diberikan ring konteks Morita T = (R V) dengan R dan S merupakan

w s
ring, V' merupakan suatu (R, S)— bimodul, W merupakan suatu (S, R)— bimodul,
a : V®s W — R merupakan suatu homomorfisma (R, R)—bimodul dan § :
W ®r V — S merupakan homomorfisma (5, S)—bimodul. Dalam penelitian ini,
a(v®gw) dinotasikan dengan vw, B(w ® g v) dinotasikan dengan wv untuk setiap
v € V dan w € W. Lebih lanjut, im(«) dinotasikan dengan VW dan im(3)
dinotasikan dengan WV.

Apabila kita merujuk pada penelitian [2] dan [7], maka diperlukan untuk me-
lengkapkan suatu syarat perlu dan cukup sehingga konteks Morita T' merupakan
ring Goldie prima yang tertulis dalam lemma berikut.

I?; Z) merupakan ring konteks Morita. Ring

T merupakan ring Goldie prima jika dan hanya jika

Lemma 2.1 [2],[7] Misalkan T = (

(1) R dan S merupakan ring Goldie prima,
(2) jika vW =0 maka v =0,

(3) jika wV =0 maka w =0,

(4) jika VsW =0 maka s = 0.

Bukti. Bukti merujuk pada penelitian [2] dan [7]. O
o . . RV . . .
Diberikan ring konteks Morita T' = wos) Lebih lanjut, merujuk pada

[B], dengan mengasumsikan V' sebagai (R, S)—bimodul yang bebas-torsi dan W
sebagai (S, R)—bimodul yang bebas-torsi, dikonstruksikan ring hasil bagi dari T
yaitu sebagai berikut:
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em QW)
Q(T)_<Q(W) Q(S)>

dengan Q(R) merupakan ring hasil bagi R, Q(S) merupakan ring hasil bagi S,
Q(V) merupakan modul hasil bagi V yaitu Q(V) = Q(R)V = VQ(S) dan Q(W)
merupakan modul hasil bagi W yaitu Q(W) = Q(S)W = WQ(R) dengan Q(R)V =
QR)®RV,VQ(S) = V@sQ(S), QS)W = Q(S)@sW, dan WQ(R) = WRrQ(R)
. Selanjutnya dalam penelitian ini ring T dipandang sebagai order dalam suatu
ring Artin sederhana Q(T).

Berikut akan diberikan contoh ring konteks Morita sebagai order dalam suatu
ring Artin sederhana yang mengacu pada lemma, [2.1

Contoh 2.2 (1) Ring konteks Morita T' = (Z -

7 27
) dengan a dan § meru-

pakan operasi perkalian di ring Z merupakan order di ring Q(T) = (g g) .

) dengan o« dan § merupakan op-

Q[z] QM)
Qlz] Q[z]) "

Z|z] Zx]

(2) Ring konteks Morita T' = (ZM Ziz]

erasi perkalian di ring Z[x] merupakan order diring Q(T") = (

Misalkan 7" merupakan order dalam suatu ring Q(7'). Diketahui bahwa ring
Q(T) dapat dipandang sebagai modul atas ring T'. Suatu T'—submodul kanan I di
Q(T) disebut T'—ideal fraksional kanan apabila terdapat ¢ € Cp(0) sedemikian
hingga ¢/ C R dan I memuat suatu elemen reguler di T'. Suatu T'—submodul kiri 1
di Q(T') disebut T—ideal fraksional kiri terdapat terdapat ¢ € Cr(0) sedemikian
hingga Ic C T dan I memuat suatu elemen reguler di 7. Suatu T'—submodul
I di Q(T) disebut T'—ideal apabila I merupakanT —ideal fraksional kiri sekali-
gus T'—ideal fraksional kanan. I disebut T—ideal integral apabila I merupakan
T—ideal dan I C T. Diketahui bahwa apabila suatu himpunan I C Q(7") memuat
suatu elemen reguler ekuivalen dengan IQ(T) = Q(T)I = Q(T') (Proposition 3.1.1,

[61).

Sebagaimana pada teori order, hubungan antara modul V dan modul hasil
baginya yaitu Q(V) dan modul W dan modul hasil baginya yaitu Q (W) memoti-
vasi munculnya definisi-definisi berikut [4].

Definisi 2.3 Diberikan ring T di ring Q(T).
(1) Suatu R-submodul kiri V' di Q(V') disebut R—modul fraksional kiri apa-
bila terdapat d € Cs(0) sedemikian hingga V'd CV dan Q(R)V' = Q(V),
V' disebut S—modul fraksional kanan apabila terdapat ¢ € Cr(0) sede-
mikian hingga V' CV dan V'Q(S) = Q(V). Suatu (R, S)-bimodul kanan
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V' di Q(V) disebut (R, S)—modul fraksional apabila V' merupakan R—
modul fraksional kiri sekaligus S—modul fraksional kanan.

(2) Suatu S-submodul kiri W' di Q(W) disebut S—modul fraksional kiri
apabila terdapat ¢ € Cr(0) sedemikian hingga W'e C W dan Q(S)W' =
Q(W). Suatu R-submodul kanan W' di Q(W) disebut R—modul frak-
stonal kanan apabila terdapat d € Cg(0) sedemikian hingga dW' C W
dan W'Q(R) = Q(W). Suatu (S, R)-bimodul kanan W' di Q(W) dise-
but (S, R)—modul fraksional di Q(W) apabila W' merupakan S—modul
fraksional kiri sekaligus R—modul fraksional kanan.

Berikut akan diberikan contoh suatu (R, .S)—modul fraksional di Q(V).

Contoh 2.4 (1) Diberikan ring T = (é 2ZZ) di ring Q(T) = (8 g) :

1
Misalkan A = <%§ ;) . Himpunan V' = %Z di Q merupakan (Z, Z)—modul
2
fraksional di Q, karena terdapat 4 € sedemikian sehingga 4V' = 4%2 CZ.
(2) Submodul nol di Q(V') bukan merupakan (S, R)—modul fraksional. Hal ini
disebabkan oleh 0 - Q(R) = 0.
(3) Modul V' merupakan (R, S)-modul fraksional di Q(V'), karena Q(R)V =
Q(V)VQ(S) dan terdapat 1 € Cr(0) dan 15 € Cs(0) sedemikan sehingga
1gV CV dan V1ig C V.

L 2. Di T =
emma 2.5 [5] Diketahui <W g

(Q(R) Q(V)
QW) Q(S)
A merupakan T—ideal jika dan hanya jika

7 V) merupakan order di ring Q(T) =

1

> dan suatu (T, T)—submodul A = (
Wh

‘;1) di Q(T). Submodul

(1) Himpunan I merupakan R—ideal di Q(R) dan himpunan J merupakan
S—ideal di Q(S);

(2) Himpunan Vi merupakan (R, S)— modul fraksional di Q(V') dan himpunan
W1 merupakan (S, R)— modul fraksional di Q(W).

Bukti. (=) Diketahui A = (
poin (1) dan (2).

Akan dibuktikan terlebih dahulu I merupakan R—ideal fraksional kiri di Q(R), V3
merupakan R—modul fraksional kiri di Q(V), W7 merupakan S—modul fraksional
kiri di Q(W) , dan J merupakan S—ideal fraksional kiri di Q(S). Karena A =

L " merupakan T—ideal. Akan dibuktikan
Wy J

I
<W1 ‘3) merupakan T—ideal, berlaku
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oA <Q(R) WY (L) - (em )

QW) QS)) \W1 J QW) Q(S)
sehingga Q(R)I = Q(R),QR)V1 = Q(V), Q(S)W1 = Q(W), dan Q(S5)J =
Q(S) (Lemma 1.2 pada [5]). Apabila diperhatikan, untuk setiap ¢ € Q(T) ter-
0
dy
nya diketahui bahwa A merupakan 7'—ideal, yang artinya terdapat a € Cp(0)
sedemikian sehingga Ao C T. Apabila diperhatikan a~! € Q(T'), berarti terdapat
d 0
0 d

d 0 . I VW d 0 R V .
A (0 d’) = Aat C Tt C T. Jadi, (Wl j) (0 d/> - (W S) sehingga

Id C R, Vid CV,Wyicd CW, dan Jd' C S. Terbukti, I merupakan R—ideal frak-
sional kiri di Q(R), Wy merupakan S—modul fraksional kiri di Q(W), Vi meru-
pakan R—ideal fraksional kiri di Q(V') , dan J merupakan S—ideal fraksional kiri
di Q(9).

Untuk membuktikan I merupakan R—ideal fraksional kanan di Q(R), Vi meru-
pakan S—modul fraksional kanan di Q(V'), W; merupakan R—modul fraksional
kanan di Q(W), dan J merupakan S—ideal fraksional kanan di Q(S). Dengan
cara yang sama yaitu menggunakan sifat T' sebagai T'—ideal yaitu AQ(T) = Q(T)
dapat ditemukan ¢ € Cg(0),d" € Cg(0) sedemikian sehingga ¢'I C R,c'V; C
V,dW] C W, dan d’'J C S. Jadi, I merupakan R—ideal fraksional kanan di Q(R),
V1 merupakan S—modul fraksional kanan di Q(V'), W merupakan R—modul frak-
sional kanan di Q(W) , dan J merupakan S—ideal fraksional kanan di Q(S). Jadi,
terbukti poin (1) dan (2).

(<) Diketahui bahwa I merupakan R—ideal di Q(R), J merupakan S-ideal di
Q(S), V1 merupakan (R, S)-modul fraksional di Q(V'), dan W; merupakan (5, R)-
modul fraksional di Q(W). Akan ditunjukkan A merupakan T'—ideal.

Karena I merupakan R—ideal di Q(R), J merupakan S-ideal di Q(S), Vi meru-
pakan (R, S)-modul fraksional di Q(V'), dan W; merupakan (S, R)-modul frak-
sional di Q(W) maka terdapat ¢, € Cr(0),d,d € Cg(0) sedemikian hingga
el CI,dVy CVdan dJ C S, dW; C W. Karena Cg(0) dan Cg(0) merupakan
himpunan penyebut, dapat diasumsikan ¢ = ¢/, dan d = d’. Karena V dan W

dapat ¢; € Cr(0),d; € Cs(0) sedemikian sehingga f(co ) € T. Selanjut-

¢ € Cgr(0),d € Cs(0) sedemikian sehingga a~! ( ) =t € T. Akibatnya

merupakan modul bebas-torsi, diperoleh ((C) 2) merupakan elemen reguler di 7.

Dengan demikian, diperoleh <(C) 2) (Wl/l ‘?) = ( d?/{ﬁ C;?) - (If/ ‘;)
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Apabila diperhatikan, <VI€'1 ‘3) (QE)R) Q(OR)> = Q(T). Akibatnya berlaku

AQ(T) = Q(T). Jadi, A merupakan T—ideal fraksional kanan.

Dengan analog yaitu memanfaatkan sifat I merupakan R—ideal di Q(R), J meru-
pakan S-ideal di Q(S), V4 merupakan (R, S)-modul fraksional di Q(V'), dan W,
merupakan (5, R)-modul fraksional di Q(W), terdapat suatu merupakan elemen
d 0

0 d’) di T sedemikian sehingga Aa C T'. Selanjutnya, diperoleh

reguler o = (

juga bahwa (Q(OR) Q?S)) <VI€1 ‘;1> = Q(T). Akibatnya berlaku Q(T)A =

Q(T). Jadi, A merupakan T'—ideal fraksional kiri.

Karena A merupakan T—ideal fraksional kanan dan T—ideal fraksional kiri maka
terbukti A merupakan T'—ideal.

O

0 (R VY , _[(Q(R) Q(V)
Lemma 2.6 [4] Diberikan order T = <W S) di ring Q(T) = (Q(W) Q(S)) .

Jika V' merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V) dan W' merupakan (S, R)—
modul fraksional di Q(W') maka

(1) V'W' merupakan R—ideal di Q(R) dan

(2) W'V merupakan S—ideal di Q(S).

Bukti. Diketahui V/ merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V) dan W’ meru-
pakan (S, R)—modul fraksional di Q(W).

(1) Akan dibuktikan V'W’ merupakan R—ideal di Q(R). Apabila diperhatikan,
V'W' merupakan (R, R)—bimodul di Q(R). Karena V' merupakan (R, S)—
modul fraksional di Q(V) dan W’ merupakan (S, R)—modul fraksional
di Q(W), diperoleh V'W'Q(R) = V'Q(W) = V'Q(S)W = Q(V)W' =
Q(R)VW = Q(R). Dengan memanfaatkan V' merupakan (R, S)—modul
fraksional di Q(V') dan W' merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W),
terdapat ¢; € Cr(0), dan d; € Cs(0) sedemikian sehingga W'e; C W, V'd;
C V. Hal tersebut mengakibatkan,

VW e VW CV'WVAW C V' SdW CV'dyW C VW C R.

Karena d; € Cg(0), didapatkan V'dy # 0. Apabila diperhatikan V'd; W
merupakan ideal tak nol di R sehingga V’/dW memuat suatu elemen reg-
uler di R, katakan ¢’ € V'd;W. Oleh karena itu, berlaku V'W'cic’ C
V'W'e;VdyW C R dengan ¢1¢’ € Cg(0). Sehingga dapat disimpulkan
bahwa VW' merupakan R—ideal fraksional kiri.

Dengan cara analog yaitu dengan memanfaatkan sifat V/ merupakan (R, S)
—modul fraksional di Q(V') dan W’ merupakan (.S, R)—modul fraksional di
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Q(W). Dapat ditemukan ¢1¢’ € Cr(0) sedemikian sehingga ¢;¢/'V'W’' C R
dan Q(R)V'W’ = Q(R). Sehingga didapatkan V'W' merupakan R—ideal
fraksional kanan di Q(R). Jadi, V'W' merupakan R—ideal fraksional kiri
sekaligus R—ideal fraksional kanan. Terbukti, V/W’ merupakan R—ideal
di Q(S).

(2) Akan dibuktikan W'V’ merupakan S—ideal di Q(S). Analog dengan poin
(1) yaitu dengan sifat V/ merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V') dan
W' merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W). Dapat ditemukan d, d’ €
Cs(0) sedemikian sehingga dW'V’' C S, W'V'd" C S dan W'V'Q(S) =
QS W'V’ = Q(S). Terbukti, W'V’ merupakan S—ideal di Q(S5). U

Lemma 2.7 [4] Diberikan order T = (5/ ‘5/“) di ring Q(T') = (g((vl[%/)) g((g)))

Jika I merupakan R—ideal di Q(R), J merupaka S—ideal di Q(S), V' merupakan
(R, S)—modul fraksional di Q(V') dan W' merupakan (S, R)—modul fraksional di
QW) maka berlaku

(1) IV’ dan V'J merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V');
(2) JW' dan W'I merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W).

Bukti. Diketahui I merupakan R—ideal di Q(R), J merupakan S—ideal di Q(S5),

V’ merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V') dan W’ merupakan (S, R)—modul

fraksional di Q(W). Akan dibuktikan poin (1) dan (2).

(1) Akan dibuktikan IV’ dan V'J merupakan (R,S)—modul fraksional di

V).
Pertama-tama akan dibuktikan terlebih dahulu untuk IV’. Apabila diper-
hatikan bahwa IV’ merupakan (R, .S)—bimodul di Q(V'). Karena I meru-
pakan R—ideal di Q(R) dan V' merupakan (R, S)—modul fraksional di
Q(V) , maka terdapat ¢,c/,d € Cr(0) dan d’ € Cg(0) sedemikian se-
hingga ¢I C R, I/ € R, dV' C V dan V'd" C V. Jadi, diperoleh
deIV' C dRV' = dV' C V dan IV'Q(S) = IQ(R)V' = QR)V' = Q(V).
Dengan demikian diperoleh, IV’ merupakan S—modul fraksional kanan di
Q(V). Selanjutnya akan dibuktikan bahwa I'V’ merupakan R—modul frak-
sional kiri di Q(R). Apabila diperhatikan dengan I¢’ C R dan V'd' C V
sehingga berlaku (IV')d'WeV C IVWeV C IRV C RV = V. Apabila
diperhatikan juga bahwa W eV merupakan ideal tak nol di S. Oleh karena
itu, WcV memuat elemen reguler di S, katakan ¢t € WeV. Akibatnya, ter-
dapat d't sedemikian sehingga IV'd't C (IV')d'WcV C V. Lebih lanjut
diperoleh juga bahwa Q(R)IV' = Q(R)V' = Q(V). Terbukti, IV’ meru-
pakan R—modul fraksional kiri di Q(V). Karena I'V’ merupakan R—modul
fraksional kiri dan S—modul fraksional kanan di Q(V), terbukti IV’ meru-
pakan (R, S)—modul fraksional.
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Selanjutnya akan dibuktikan V’'J merupakan (R,S)—modul fraksional.
Dengan menggunakan analog pada pembuktian di atas yaitu meman-
faatkan sifat J sebagai S—ideal di Q(S) dan V' sebagai (R, S)—modul
fraksional. Sehingga berlaku V'Jeidy C V untuk suatu ¢;,d; € Cs(0) dan
VdWeV'J C VAW dengan c1d; € Cg(0). Dengan memanfaatkan VdW
sebagai ideal tak nol di R, didapatkan terdapat ¢t € C'r(0) sedemikian se-
hingga tcV'J C VdWcV'J C V dengan tc € Cr(0). Jadi, diperoleh juga
bahwa V'JQ(S) = V'Q(S) = Q(V) dan Q(R)V'J = V'Q(S) = Q(V).
Terbukti, V'J merupakan R—modul fraksional kiri sekaligus S—modul
fraksional kanan. Dengan kata lain, V'J merupakan (R, S)—modul frak-
sional.

Akan dibuktikan JW’ dan W'I merupakan (S, R)—modul fraksional di
QUW).

Pertama-tama akan dibuktikan terlebih dahulu untuk JW’. Apabila diper-
hatikan JW' merupakan (5, R)—bimodul di Q(W).

Karena J merupakan S—ideal di Q(S) dan W’ merupakan (S, R)—modul
fraksional di Q(V') maka terdapat d,d’ € Cs(0) sedemikian sehingga dJ C
S dan d'W' C W. Jadi, d'dJW' C d'SW' = dW’' C W dan JW'Q(R) =
JQW) = JQ(S)W = Q(S)W = Q(W). Sehingga didapatkan JW' meru-
pakan R—modul fraksional kanan di Q(W).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa JW’ merupakan S—modul fraksional
kiri di Q(W). Karena J merupakan S—ideal di Q(S) dan W’ merupakan
(S, R)—modul fraksional di Q(W), diperoleh terdapat ¢ € Cr(0) dan d €
Cs(0) sedemikian W’'¢ C W dan sedemikian Jd C S. Sehingga didapatkan
JW'eVdW C JWVdIW C W. Karena VdW ideal tak nol, maka terdapat
t € Cgr(0) dengan t € VdAW. Jadi, JW'ct C JW'c¢VAW C W untuk suatu
ct € Cgr(0). Terbukti, JW’ merupakan S—modul fraksional kiri di Q(WW).
Karena JW' merupakan S—modul fraksional kiri dan R—modul fraksional
kanan di Q(W), maka terbukti JW' merupakan (S, R)—modul fraksional
di Q(W).

Selanjutnya akan dibuktikan W’I merupakan (S, R)—modul fraksional di
Q(W). Dengan memanfaatkan sifat I sebagai R—ideal di Q(R) dan W’ se-
bagai (5, R)—modul fraksional, didapatkan W/IQ(R) = W/Q(R) = Q(W)
dan Q(S)W'I = W'Q(R)I = W/Q(R) = Q(W). Berlaku juga bahwa
W'Ieydy € W ountuk suatu ¢1,dy € Cgr(0) dan WeVd'W'T C W ountuk
suatu ¢ € Cgr(0) dan d' € Cs(0) dengan Ie; € R,W'dy C W,cl C R,
dan dW’ C W. Oleh karena itu, W'Icid;y € W' dan td’W’I untuk suatu
eelemen reguler ¢t € WV dengan c;dy € Cgr(0) dan td' € Cg(0). Jadi,
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W'I merupakan R—modul fraksional kanan di Q(W) dan S—modul frak-
sional kiri di Q(W). Terbukti, W’'I merupakan (S, R)—modul fraksional

di Q(W). O

. (R V\ , _(QR) Q)
Lemma 2.8 [4] Diberikan order T = (W S) di ring Q(T) = (Q(W) Q(S)) .

. . . 1 \% .
(1) Jika I merupakan R-ideal di Q(R) maka (WI WIV) merupakan T —ideal.
VJW VJ

(2) Jika J merupakan S-ideal di Q(S) maka ( ) merupakan T—ideal.

JWoJ

Bukti. Pada bagian ini akan dibuktikan poin (1) dan poin (2). Diketahui bahwa

I merupakan R—ideal dan J merupakan S—ideal. Menurut Lemma[2.7] didapatkan
1V, V J merupakan (R, S)—modul fraksional dan W1, JW merupakan (S, R)—modul
fraksional. Selanjutnya, berdasarkan Lemmal[2.6] diperoleh W1V merupakan S—ideal
dan VJW merupakan R—ideal. Dengan memanfaatkan Lemma berlaku

I v dan VJw vJ
wil WIV JW J
merupakan 7T'—ideal. ]

Suatu order R diring Q(R) disebut order maksimal apabila O;(I) = O,.(I) = R
untuk setiap I yang merupakan R—ideal di Q(R) dengan O;(I) = {q € Q(R) |
gl C I} dan O,.(I) = {q € Q(R) | Iq C I} [3]. Hal ini kemudian memotivasi
definisi berikut[4].

Definisi 2.9 Diberikan ring konteks Morita T di ring Q(T).

(1) V disebut (R, S)—modul maksimal di Q(V) jika O;(V') = R dan O, (V")
= S untuk setiap V' yang merupakan (R,S)—modul fraksional integral
di Q(V) dengan O (V') = {q € Q(R)|¢V' C V'} dan O, (V') = {¢ €
QUSIV'g V.

(2) W disebut (S, R)—modul maksimal di QW) jika O;(W’') = S dan
O,.(W') = R untuk setiap W' yang merupakan (S, R)—modul fraksional
di QW) dengan O,(W') = {q € Q(S)|¢gW' C W' dan O,(W') = {¢ €
QR)W'q € W'}

Berikut akan diberikan contoh (R, S)—modul maksimal di Q(V).

Contoh 2.10 Diberikan ring 7" = (é 2ZZ> di ring Q(T) = <% %) Apa-

bila diperhatikan Z merupakan order maksimal, didapatkan O;(V') = Z dan
O, (V') = Z untuk setiap V' yang merupakan (R, S)-modul fraksional di Q . Jadi,
27 merupakan (Z,Z)—modul maksimal.
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Apabila diperhatikan O,.(V’) merupakan order di ring Q(R) dan O,.(V') meru-
pakan order di ring Q(R) untuk setiap V’ yang merupakan (R, S)—modul frak-
sional integral di Q(V'). Diberikan order R dan S di dalam suatu ring Q(R). Order
R dan S di ring Q(R) dikatakan ekuivalen apabila terdapat ai, az, b1, b2 € Cr(0)
sedemikian sehingga a1 Ras C S dan b1.Sbs C R [0].

Lemma 2.11 [4] Diberikan order T = <R Z

Q(R) Q(V))'
w

> di ring Q(T) = (Q(W) Q(9)

(1) Jika V' merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V) maka O (V') ekuiv-
alen dengan R dan O, (V') ekuivalen dengan S;

(2) Jika W' merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W') maka O (W') ekuiv-
alen dengan S dan O.(W') ekuivalen dengan R.

Bukti. (1) Diketahui bahwa V' merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V')

yang berarti terdapat d € Cg(0) sedemikian sehingga V'd C V. Hal ini
mengakibatkan O;(V')V'dW C VW C R. Karena V'dW merupakan ideal
tak nol di R, diperoleh V'dW memuat elemen reguler di R, katakan
¢ € Cr(0). Jadi, Ol(V')e C Ol(V')V'dW C R. Apabila diperhatikan
R C Oy(R). Jadi, 1g0l(V")c C R dan 1gR1r C Oy(V"). Terbukti, O;(V")
ekuivalen dengan R .
Dengan memanfaatkan V' yang merupakan (R, S)—modul fraksional di
Q(V) yaitu terdapat ¢ € Cr(0) dengan ¢'V C V| dapat ditemukan suatu
d’ € Cg(0) sehingga Or(V’)d C S. Dengan cara analog pada pembuktian
di atas, dapat dibuktikan O,.(V") ekuivalen dengan S.

(2) Diketahui bahwa W’ merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W), yang
berarti terdapat ¢ € Cr(0) sedemikian sehingga W’'c¢ C W. Hal ini men-
gakibatkan O;(W")W'cV C W'c¢V C S dan W'V memuat elemen reguler
di S, katakan d € Cg(0). Jadi, Ol(W')d C OI(W"\W'cV C W'cV C
WV C S. Apabila diperhatikan S C O;(W'). Jadi, 1gOl(W')d C R dan
1551s C O)(W'). Terbukti, O;(W’) ekuivalen dengan S .

Dengan memanfaatkan W’ yang merupakan (S, R)—modul fraksional di
Q(W) yaitu terdapat d’ € Cg(0) dengan d'W C W, dapat ditemukan
suatu ¢’ € Cr(0) sehingga Or(W’)d C R. Dengan cara analog pada pem-
buktian di atas, dapat dibuktikan O,.(W’) ekuivalen dengan R. O

Lemma 2.12 [4] Diberikan order T = (I?; ‘S/> diring Q(T) = (g((li)) g((g)))

Ring R merupakan order maksimal di Q(R) dan ring S merupakan order maksimal
di Q(S) jika dan hanya jika V- merupakan (R, S)—modul maksimal di Q(V) dan
W merupakan (S, R)—modul maksimal di Q(W).
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Bukti. = Diketahui ring R merupakan order maksimal di Q(R) dan ring S meru-
pakan order maksimal di Q(S). Akan dibuktikan, V' merupakan (R, S)—modul
maksimal di Q(V') dan W merupakan (S, R)—modul maksimal di Q(W).

Pertama-tama akan dibuktikan V' merupakan (R,S)—modul maksimal di Q(V).
Diambil sebarang V' yang merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V). Jelas
bahwa R C Oy(V') dan S C O, (V"). Menurut Lemma[2.11] diperoleh O; (V") ekuiv-
alen dengan R dan O, (V') ekuivalen dengan S. Sehingga didapatkan O;(V') = R
dan O, (V' = S (Proposition 5.1.4, [6]). Jadi, terbukti V' merupakan (R, S)—modul
maksimal di Q(V).

Selanjutnya dibuktikan W merupakan (S, R)—modul maksimal di Q(W). Diambil
sebarang W' yang merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W). Jelas bahwa
RC Oy(V') dan S C O,(V'). Menurut Lemma [2.11] didapatkan O;(W') ekuivalen
dengan S dan O,.(W’) ekuivalen dengan R. Sehingga diperoleh O;(W’) = S dan
O,(W') = R (Proposition 5.1.4, [6]). Akibatnya, W merupakan (S, R)—modul
maksimal di Q(W).

< Diketahui V' merupakan (R, S)—modul maksimal di Q(V) dan W merupakan
(S, R)—modul maksimal di Q(W). Akan dibuktikan Ring R merupakan order mak-
simal di Q(R) dan ring S merupakan order maksimal di Q(S).

Pertama-tama akan dibuktikan R merupakan order maksimal di Q(R). Diambil
sebarang R—ideal integral I di Q(R). Jelas bahwa R C O;(I) dan R C O,.(I), se-
hingga hanya perlu ditunjukkan O;(I) C R dan O, (I) C R. Untuk setiap ¢ € O;(I)
yaitu gI C I, sehingga berlaku ¢IV C IV dan q € O;(IV) = R. Karena IV
merupakan (R, S)—modul maksimal di Q(V), didapatkan O;(IV) = R. Selan-
jutnya diambil sebarang ¢ € O,(I), yang berarti Iq C I. Jadi, WIq C W1I.
Apabila diperhatikan WI merupakan (S, R)—modul maksimal di Q(W), diper-
oleh ¢ € O,(WI) = R. Jadi, diperoleh O,(I) = R (Proposisi 2.1.1, [3]). Dengan
demikian, diperoleh R merupakan order maksimal.

Untuk membuktikan S merupakan order maksimal di Q(S), dapat ditunjukkan
dengan mengambil sebarang S—ideal J di Q(S) yang termuat di S. Dengan me-
manfaatkan JW merupakan (S, R)—modul maksimal di Q(W) dan VJ meru-
pakan (R,S)—modul fraksional di Q(V'), dapat ditunjukkan bahwa O,(J) = S
dan O;(J) = S. Dengan demikian, diperoleh R merupakan order maksimal. O

Diberikan order R di ring Q(R). Untuk sebarang X C Q(R), didefinisikan
(R: X)), ={z€QR)|zX CR}dan (R: X), ={z € Q(R) | Xz C R}. Hal
ini kemudian memotivasi pendefinisian himpunan berikut. Misalkan V' C Q(V)
dan W’ C Q(W), maka dapat didefinisikan himpunan-himpunan dalam Q(V') dan
Q(W) sebagai berikut:

(R:V), ={we QW) |VwCRY, (S:V')={weQW)|aV'CS},
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(S: W, ={5eQ(V)|WiCS}, (R:W')={veQV)|iW CR).

W QW) Q(9)

Lemma 2.13 [4] Diberikan order T = <R Z) diring Q(T) = (Q(R) Q(V))

(1) (a) Jika V' merupakan S—modul fraksional kanan di Q(V') maka (S : V'),

merupakan S—modul fraksional kiri di Q(W);

(b) Jika V' merupakan R—modul fraksional kiri di Q(V') maka (R : V'),

merupakan R—modul fraksional kanan di Q(W).

(2) (a) Jika W' merupakan R—modul fraksional kanan di Q(W) maka (R :

Bukti.

W) merupakan R—modul fraksional kiri di Q(V');

(b) Jika W' merupakan S—modul fraksional kiri di Q(W) maka (S : W'),

merupakan S-modul fraksional kanan di Q(V).

(1) (a) Diketahui V' merupakan S—modul fraksional kanan di Q(V),
maka terdapat elemen reguler ¢ € C'r(0) sedemikian hingga ¢V’ C V.
Selanjutnya akan dibuktikan (S : V'); merupakan S—modul frak-
sional kiri di Q(W). Apabila diperhatikan W C (S : ¢V’); = (S :
V")iemt. Jadi, We C (S : V). Dari sini, diperoleh Q(W) = WQ(R) =
WQ(R)e = Q(S)YWe C Q(S)(S : V'), € Q(W) sehingga Q(S)(S :
Vi = Q(W). Menurut Lemma V'W merupakan R—ideal di
Q(R), sehingga V'W memuat elemen reguler katakan ¢ € Cr(0). Se-
hingga didapatkan (S : V')t C (S : V'), V'W C SW = W. Dengan
demikian diperoleh (S : V’); merupakan S—modul fraksional kiri di
QW)

Diketahui V’ merupakan R—modul fraksional kiri di Q(V') yaitu ter-
dapat elemen reguler d € Cs(0) sedemikian hingga V'd C V. Dengan
menggunakan V'd C V, dapat dibuktikan bahwa (R : V'),Q(R) =
Q(W). Dengan memanfaatkan WV’ sebagai S—ideal, dapat dite-
mukan suatu elemen reguler t € WV’ sehingga t(R: V'), CWV'(R:
V"), C W. Terbukti, (R : V'), merupakan R—modul fraksional kanan.
Diketahui W’ merupakan R—modul fraksional kanan di Q(W). Hal
tersebut berarti terdapat elemen reguler d € Cg(0) sedemikian hingga
dW’ C W. Selanjutnya akan dibuktikan (R : W'); merupakan R—mo-
dul fraksional kiri di Q(V'). Apabila diperhatikan V' C (R : dW'), =
(R : W')d=t. Jadi, Vd C (R : W');. Dari sini, diperoleh Q(V) =
VQ(S) = VQ(S)d = QUR)Vd C QR)(R - W), C Q(V). Sehingga
didapatkan Q(R)(R : W'); = Q(V). Menurut Lemma w'v
merupakan S—ideal di Q(5), sehingga W'V memuat elemen reguler
katakan t € Cg(0). Jadi, didapatkan, (R : W');t C (R: W'),W'V C
RV = V. Dengan demikian diperoleh (R : W’); merupakan R—modul
fraksional kiri di Q(V).
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(b) Diketahui W' merupakan S—modul fraksional kiri di Q(W) yaitu
terdapat elemen reguler ¢ € C'g(0) sedemikian hingga W’c C W. Se-
lanjutnya akan dibuktikan (S : W’),. merupakan S—modul fraksional
kanan di Q(V). Dengan memanfaatkan W’/¢c C W, dapat dibuktikan
bahwa (S : W),.Q(S) = Q(V). Lebih lanjut, dengan menggunakan
VW’ sebagai R—ideal di Q(R), terdapat elemen reguler ¢t € VW’
sedemikian sehingga t(S : W'), C VW/'(S : W), C V. Terbukti,
(S : W), merupakan S—modul fraksional kanan di Q(V). O

. (R VN , _(Q®) Q)
Lemma 2.14 [4] Diberikan order T = (W S) diring Q(T) = (Q(W) Q(S))

Jika R merupakan order maksimal di Q(R) dan S merupakan order maksimal di

Q(S) maka:

(1) (S V= (V)7 = (R : V'), untuk setiap (R, S)—modul fraksional V'
Q(V) dengan (V)™ = {w eQW) | VoV CV'};
(2) (S:W"),. = W)=t =(R: W), untuk setiap (S, R)—modul fraksional W'
di QW) dengan (W)™t ={v e Q(V) | WsW' C W'}.

Bukti. Diketahui R merupakan order maksimal di Q(R) dan S merupakan order
maksimal di Q(S5).

(1) Diambil sebarang (R, S)—modul fraksional V' di Q(V) yang berarti ¢ €
Cr(0),d € Cg(0) sedemikian sehingga ¢V’' C V dan V'd C V. Akan
dibuktikan terlebih dahulu (S : V'), = (V’/)~Ll. Apabila diperhatikan
V/(S: V"), V' C V' Jadi, (S : V'), C (V')~1. Sebaliknya, diambil sebarang

€ (V)= yang berarti V'wV’ C V'. Akibatnya, WeV'wV’ C WeV! dan
WeV! C WV C S. Apabila diperhatikan, WeV’ # 0 karena ¢ € Cg(0). Se-
hingga didapatkan WcV’ merupakan ideal tak nol di S (Lemma 1.1, [5]).
Karena S merupakan order maksimal, haruslah O, (W¢cV') = S. Diketahui
bahwa wV’ C O, (WcV') = S. Sehingga diperoleh w € (S : V');. Terbukti,
SV =)™
Selanjutnya akan dibuktikan (R : V'), = (V’)~!. Karena V(R : V'), V' C
V', diperoleh (R : V'), C (V/)~!. Diambil sebarang w € (V')~! yang
berarti V'wV’ C V’. Dengan memanfaatkan V'd C V dan V'dW sebagai
ideal tak nol, dapat ditunjukkan bahwa w € (R : V'),.. Sehingga didap-
atkan (R : V'), = (V)= Terbukti, (S : V'), = (V/)~' = (R: V"),

(2) Diambil sebarang W’ yang merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W)
yaitu terdapat ¢’ € Cr(0),d" € Cg(0) sedemikian sehingga W’'¢’ C W dan
d'W' C W. Akan dibuktikan terlebih dahulu (S : W), = (W’)~1. Apabila
diperhatikan W'(S : W), W’ C W’. Jadi, (S : W'), C (V/)~!
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Sebaliknya, diambil sebarang v € W’'~! yang berarti W/oW’ C W'. Aki-
batnya, Vd'W'oW' C Vd'W' dan Vd'W’' C VW C R. Apabila diper-
hatikan Vd'W' # 0, karena d’ € Cg(0), sehingga diperoleh Vd'W’ ideal
tak nol di R. Oleh karena itu, Vd'W’ merupakan R—ideal. Mengingat R
merupakan order maksimal, haruslah O, (Vd'W') = R. Diketahui bahwa
W' C O, (Vd'W') = R yang berarti v € (R : W’);. Terbukti, (R: W'); =
w1,

Selanjutnya akan dibuktikan (S : W’),. = (W')~!. Karena W'(S : W), W’
C W', didapatkan (S : W’),, € W/'~L. Diambil sebarang v € W'~! yang
berarti W/ oW’ C W’. Dengan memanfaatkan W' C W dan W'cV sebagai
ideal tak nol di S, dapat ditunjukkan bahwa & € (S : W’),. Sehingga
diperoleh (S : W’),. = (W’)~L. Terbukti, (S : W'), = W'=t = (R: W'),.

Diberikan order R dalam ring Q(R) dan suatu R—ideal I di Q(R). I disebut

v- ideal jika ,] =1 =1, dengan (R: (R: 1I);); = I dan (R : (R : I);), = I,.

Hal ini kemudian memotivasi definisi suatu v — (R, S)—modul di Q(V') dan suatu
— (S, R)—modul di Q(W) sebagai berikut[4].

Definisi 2.15 Diberikan ring konteks Morita T di ring Q(T). Diberikan suatu
(R, S)—modul fraksional V' di Q(V) dan suatu (S, R)—modul fraksional W' di

QW).
(1) Suatu (R, S)—modul fraksional V' di Q(V) disebut v— (R, S)—modul jika
V) =V"=,V"dengan (S:(S: V")), =V, dan (R: (R: V")) =,V".
(2) Suatu (S, R)—modul fraksional W' di Q(W) disebut v— (S, R)—modul jika
W, =W'= ,W dengan (S : (S :W'),); = ,W dan (R: (R: W')), =

Berikut akan diberikan contoh suatu (R, S)—modul fraksional yang merupakan
— (R, S)—modul di Q(V) dan yang bukan merupakan v— (R, S)—modul di Q(V).

Contoh 2.16 Diberikan ring konteks Morita 7' = Zlz] Zla] di ring Q(T) =
Zlz]  Z[x]

<8E %ED . Misalkan V' = (2,z) yang merupakan (Z[z], Z[z])—modul frak-
sional di Q[z]. Jadi, dldapatkan (Z[z] : (Z]|x] : V")), = (Z]x] : Z]z]); = Z[z]. Jadi,
V' bukan merupakan v — (Z[x], Z[z])—modul di Q[z]. Selanjutnya, apabila diper-
hatikan untuk V' = Z[z], berlaku (Z[z] : Z[z]); = Z[z]. Oleh karena itu, diperoleh
Vo = (Z[z] = (Z[x] : Zx)))r = (Z[z] : Z]z]), = Z[z]. Jadi, dapat disimpulkan
bahwa V merupakan v — (R, S)—modul di Q(V).
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R Q(R) Q(V))'

0 AN
Lemma 2.17 [4] Diberikan order T = (W S> diring Q(T) = (Q(W) Q(S)

Jika V' merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V'), W' merupakan (S, R)—modul
fraksional di Q(W), I merupakan R—ideal di Q(R) dan J merupakan S—ideal di
Q(S) maka

(1) o(IV") = o (IV') dan (V'J)y = (V' Jy)o,
(2) (JW') = o (o JW') dan (W'I)y = (W'I,),.

Bukti.

Diketahui V' merupakan (R,S)—modul fraksional di Q(V), W' meru-

pakan (S, R)—modul fraksional di Q(W), I merupakan R—ideal di Q(R) dan J
merupakan S—ideal di Q(S5).

(1)

Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa ,(IV’) = ,(,IV’) yaitu (R :
(R : IV, = (R : (R : ,IV’'););. Dalam hal ini akan ditunjukkan
(R: IV, = (R: ,IV'"),. Diketahui bahwa IV’ C ,IV’ sehingga berlaku
(R:,IV"), C (R : IV'),. Selanjutnya, diambil sebarang @ € (R : IV’),
maka berarti IV'w C R. Jadi, diperoleh V'w C (R : I), dan ,IV'w C
IR :I) = (R: (R:I)(R:1I) C R. Dengan demikian diperoleh
w € (R : ,IV");. Dengan kata lain, (R : IV'), = (R : ,IV’),); sehingga
didapatkan ,(IV") = ,(,IV").

Selanjtunya akan dibuktikan (V'J), = (V'J,), yaitu (S : (S : V'J)), =
(S : (S :V'Jy)i)r. Dengan cara analog pada pembuktian di atas, dapat
dibuktikan (S : V'J); = (S : V'J,);. Terbukti, (V'J), = (V' Jy),.

Pada bagian ini akan dibuktikan ,(JW') = ,(,JW’) yaitu (S : (S :
JWN ) = (S 2 (S ¢ JW),);. Dalam hal ini akan ditunjukkan (S :
oJW),. = (S : JW),. Diketahui bahwa JW C ,JW sehingga berlaku
(S : L, JW"), C (S : JW'),. Selanjutnya, diambil sebarang v € (S :
JW'),. yang berarti JW’'s C S. Jadi, diperoleh W's C (S : J), dan
oIJW'o C IS+ J)p = (S : (S ) i(S: J) € S. Dengan demikian,
v € (S : ,JW’);. Dengan kata lain, (S : ,JW), = (S : JW), sehingga
didapatkan ,(JW') = ,(, JW').

Selanjutnya akan dibuktikan (W'I), = (W'I,), yaitu (R: (R: W'I);), =
(R: (R :W'IL,)),. Dengan cara analog pada pembuktian di atas, dapat
dibuktikan (R: W'I); = (R : W'I,);),. Terbukti, (W'I), = (W'l,),. O

W QW) Q(9)

Lemma 2.18 [4] Diberikan order T = (R Z‘) diring Q(T) = (Q(R) Q(V)).

Jika R merupakan order maksimal R di ring Q(R) dan S merupakan order mak-
simal di Q(S) maka

(1) WV = (WV')y = (W'V)o,
(2) VW, = (ViW'), = (VW)
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untuk setiap (R, S)—modul fraksional V' di Q(V) dan (S, R)—modul fraksional W’

di Q(W

Bukti.

).

Diketahui R merupakan order maksimal R di ring Q(R) dan S merupakan

order maksimal di Q(S5).

(1)

Akan ditunjukkan terlebih dahulu (W'V’), = (W/V’), yaitu (S : (S :
W'V))r = (S : (S : W/V’');),. Dalam hal ini akan ditunjukkan (S :
W'V = (S : W,V');. Apabila diperhatikan bahwa W'V’ C W)V’ yang
berarti (S : W,V'); C (S : W'V’),. Sebaliknya diambil sebarang ¢ €
(S : W'V'"); dengan ¢ merupakan elemen reguler di Q(R) yang berarti
gW'V’ C S. Karena S merupakan order maksimal, berdasarkan Lemma
berlaku gW' C(S: V"), = (V)L

Pertama-tama akan dibuktikan terlebih dahulu (R : W');¢~t = (R :
gW");. Diambil sebarang v € (R : ¢W’); yang berarti oW’ C R. Jadi,
g € (R: W'); dan © € (R : W');q~!. Sebaliknya, untuk setiap vg~! €
(R : W')q~ ! untuk suatu v € (R : W’);. Oleh karena itu, vg~1qW’' C R
dan vg~! € (R: ¢qW’);. Terbukti, (R: W');g~! = (R: qW'),.

Selanjutnya akan ditunjukkan ¢W, = (¢gW’), yaitu ¢(R : (R : W');), =
(R : (R : ¢gW');),. Diambil sebarang quw € ¢(R : (R : W');), untuk
suatu w € (R : (R : W'),), yang berarti (R : W');w C R sehingga
(R : ¢gW')iqv = (R : W)gtqw C R. Jadi, didapatkan qw € (R :
(R : ¢W"))r = (gW'),. Sebaliknya, untuk setiap w € (¢W'), yaitu
(R: gW)w C R. Jadi, (R : W)ig'w = (R : ¢gW')w C R dan
g~ l'w € W/!. Oleh karena itu, haruslah @ € qW/.

Apabila diperhatikan (V/)~! € (V/7Y), = (R : (R : V'™Y)), = (R :
Ve © (R V), = V7L Jadi, (V/)71), = V7L Sehingga didap-
atkan ¢W! = (gW'), C ((V')™Y), = (V/)~L. Jadi, diperoleh ¢W/V' C
(V)~'V' C § dan q € (S : W/V’). Akibatnya, (W'V'), = (W/V"), (Teo-
rema 1.21, [I]).

Lebih lanjut untuk membuktikan (W'V"), = (W'V)), yaitu (S : (S :
W'V'))r = (S : (S : WV))), dapat ditunjukkan dengan analog pada
pembuktian di atas yaitu dengan membuktikan (S : W'V'), = (S : W'V)),.
Terbukti, (W'V"), = (W)V'), = (W'V.)),.

Akan dibuktikan (V'W"), = (V.W’), = (V'W)), yaitu (R : (R: V'W');),
=(R:(R:VW"))r=(R:(R:V'W/)),. Dengan cara analog pada poin
(1), dapat ditunjukkan (R : V'W'); = (R : V)W'); dan (R : V'W’); =
(R : VW) 0
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3. RING KONTEKS MORITA SEBAGAI ORDER MAKSIMAL

1t V) di ring Artin sederhana Q(T) =

Diberikan ring konteks Morita T =
iberikan ring konteks Morita (W g

<Q(R) Q(V)
QW)  Q(S5)

ring konteks Morita merupakan order yang lebih khusus yaitu order maksimal.

) . Pada bagian ini akan diberikan syarat perlu dan cukup sehingga

w S QW) Q(9)

Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen.

Proposisi 3.1 [4] Diberikan order T = <R V) diring Q(T) = (Q(R) Q(V)) .

(1) (a) O)(V') = R dan O,.(V') = S untuk setiap(R, S)—modul integral V' di
V).
(b) O (W') =S dan O.(W') = R untuk setiap (S, R)—modul integral W’
di Q(W).
(2) V merupakan (R, S)—modul maksimal di Q(V') dan W merupakan (R, S)—
modul maksimal di Q(W).
(3) (a) (V')7V"), = 8 dan ,(V'(V')"1) = R untuk setiap (R, S)—modul
fraksional V' di Q(V.)
(b) (WH=IW"), = R dan ,(W'(W')~1) = S untuk setiap (S, R)—modul
fraksional W' di Q(W).

Bukti. (1) = (2) Diambil sebarang ¢ € O, (V') yang berarti V'q C V'. Karena
V' merupakan (R,S)—modul fraksional, berarti terdapat ¢ € Cr(0) sedemikan
sehingga ¢V’ C V. Jadi, didapatkan RcV’'q C Rc¢V' C V. Akibatnya, diperoleh
pula bahwa ¢ € O,.(RcV’) = S. dan O, (V') = S. Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan O;(V') = R. Dengan cara yang sama dapat pula ditunjukkan bahwa
W merupakan (R, S)—modul maksimal di Q(W).

(2) = (3) Diambil sebarang (R, S)—modul fraksional V' di Q(V'). Berdasarkan
Lemmadan Lemma berlaku (V/)~t = (S : V'); = (R : V'),.. Selanjutnya
akan ditunjukkan bahwa ((V/)=1V’), = (S : (S : (V/)~'V’);), = S. Dalam hal
ini akan dibuktikan (S : (V/)~1V’); = S. Diambil sebarang ¢ € (S : (V')~1V’),.
Akibatnya, didapatkan ¢(V’)~! C (V/)~! dan ¢ € O,((V')~') = S, sehingga
berlaku (S : (V/)~1V’); € S. Dengan demikian diperoleh (S : (V/)~1V'); = §
dan ((V/)7'V"), = (S : (S : (V/)7'V');), = S. Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan pula ,(V'(V')~1) = R.

(3) = (1) Diambil sebarang (R, S)—modul fraksinal integral V' di Q(V). Akan
dibuktikan O;(V') = R dan O,(V’) = S. Jelas bahwa R C O;(V’') = R dan
S C O,(V'). Diambil sebarang g € O;(V') dengan ¢ merupakan elemen reguler di
Q(R) yang berarti ¢V’ C V' dan (V)" 1qV’ C (V)7V' C ((V)~1V'), = S. Jadi,
(V)Y"tq C(S: V'), C (V') sehingga g € Rg = ,(V'(V') g = ,(V'(V')"1q) C
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o(V/(V')™Y) = R. Dari sini, berlaku ¢ € R. Jadi, O;(V’) = R. Dengan cara
yang sama dapat pula ditunjukkan bahwa O,(V') = S. Terbukti, V' merupakan
(R, S)—modul maksimal di Q(V'). O

Berikut akan diberikan contoh ring konteks Morita T" = (R V) yang bukan

w S
Q(R) Q(V)

merupakan order maksimal di ring Q(T) = (Q(W) Q(9)

) meskipun ring R dan
S merupakan order maksimal.

Contoh 3.2 Diberikan ring konteks Morita T' = Z 22 diring Q(T) = 2 Q .
7 7 Q Q
27 227

Apabila diperhatikan A = ( 97 997

) merupakan 7T'—ideal integral di Q(T"). Jadi,

Z 27 Z Z
berlaku O;(A4) = ( ) dan O,(4) = < ) Jadi, terdapat T—ideal in-
17 Z 27 Z

tegral yaitu A dengan O;(A) # T dan O,(A) # T. Oleh karena itu, diperoleh T
bukan merupakan order maksimal di ring Q(T).

Berikut akan diberikan syarat perlu dan cukup bilamana ring konteks Morita
T merupakan order maksimal di ring Q(T).

w S
Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen.

Teorema 3.3 [4] Diberikan order T = (R V) dalam ring Q(T) = <Q(R) Q(V)> .

(1) T merupakan order maksimal.

(2) (a) Ring R merupakan order maksimal di Q(R) dan ring S merupakan
order maksimal di Q(S).
() (R:W) =V=(S:W),.dan (R:V); =W =(5:V),.
(8) (a) V merupakan (R,S)—modul maksimal di Q(V) dan W merupakan
(S, R)—modul maksimal di Q(W).
(b) (R:W),;=V=(S:W).dan (R: V) =W =(S5:V),.
(4) (a) V modul maksimal di Q(V) dan W modul maksimal di Q(W).
(b) (VW), =R =,(VW) dan (WV), =85 =,(WV).
(c) Vo=V =,Vdan W, =W = ,W.

Bukti. (1) = (2) Diambil sebarang R—ideal integral I di Q(R). Untuk setiap

_ . . . I v
7 € O,(I), dibentuk himpunan matriks A = (WI WIV) . Menurut Lemma

diperoleh A merupakan T'—ideal integral. Misalkan ¢ = (

o 3

8) Jadi, didapatkan
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1 IV \ - 1 v r 0 Ir 0 I v .
t = - B C . Jadi
Wil WIV WI WIV)\0 0 WIr 0 Wil WIV
t € O.(A) = T dan 7 € R. Dengan demikian diperoleh O,(I) = R. Dengan
cara yang sama dapat pula ditunjukkan O;(I) = R. Terbukti, R order maksimal.

Dengan analog dapat ditunjukkan S order maksimal.

Selanjutnya akan ditunjukkan V = (R : W),;. Jelas bahwa V C (R : W),.

R v ) . Menurut

Sebaliknya, diambil sebarang © € (R : W);. Dibentuk A = (W WY

Lemma berlaku A merupakan T—ideal. Misalkan ¢ = C_j 8), berlaku

ERVfOT)RVCEWT)WVCRV
w wv) \o o/\w wv)=\o0 0 - \w S
sehingga ¢ € O;(A) = T. Akibatnya v € V. Dengan demikian diperoleh V = (R :
W),. Analog untuk menunjukkan V' = (S : W),.. Dengan cara yang sama dapat
ditunjukkan (R: V), =R = (S:V),.

!/
WI/, ‘;) merupakan T'—ideal integral. Diambil se-

_ — / = /
barang t = (; z) € O,(T) yang berarti (VII/’ ‘;) <; ) - (V[I/’ ‘;)

Akibatuya I7 C I,Js C J,Iv C V', dan Jw C W' sehingga 7 € O,(I) dan
5§ € O,(J). Karena R dan S merupakan order maksimal, berlaku # € R dan
5 € S. Apabila diperhatikan, IoW C V'W C I dan JwV C W'V C J (Lemma
1.2 [B]). Jadi, sW C O,.(I) = R dan wV C O,(J) = S. Akibatnya, berlaku
ve€(R: W)=V dan w € (S :V); = W. Oleh karena itu, didapatkan ¢ € V, dan

> € (R V> =T dan O,(A) = T. Dengan cara ana-

(2) = (1) Misalkan A = (

VTS|

rov
5 w S
log dapat pula ditunjukkan O;(A) = T. Dengan demikian diperoleh T" merupakan

order maksimal.

(2) < (3) Jelas dari Lemma[2.12]

(2) = (4) Akan dibuktikan poin (ii) yaitu (VW), = Ryaitu (R: (R: VW),;), = R.
Dalam hal ini akan ditunjukkan (R : VWW); = R. Apabila diperhatikan, VW C R.
Jadi, berlaku R C (R : VW),. Diambil sebarang ¢ € (R : VW), yang berarti
qVW C R. Jadi, didapatkan ¢V C (R : W); = V. Akibatnya ¢ € O;(V) = R.
Terbukti, (R : VW), = R dan (VW), = R. Apabila diperhatikan, ,V = (R :
(R: V) =(R: W) =VdanV, = (S:(S:V)), =(S: W), =V sehingga
MW=R:(R: W)y =R: V) =Wdan W, =(S:(S:W)),=(S:V),=W.

(4) = (2) Apabila diperhatikan, (VW), = R = ,(VW), WV), = S = ,(WV)
V, =V =,V dan W, = W = ,W. Berdasarkan Proposisi didapatkan V =

w S

@ e W. Jadi, f = <7:
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V, = (WW), V) C (WTIW)V)y = (WHIWV),)y = (W, 2 (W) =
(R : W)l

Jadi, diperoleh (R : W); = V. Analog untuk menunjukkan V' = (S : W),.. Dengan
cara yang sama dapat ditunjukkan (S: V), =W = (R:V),. O

Berikut akan diberikan contoh ring konteks Morita merupakan order maksimal
dengan memanfaatkan Teorema [3.3

Contoh 3.4 Diberikan ring konteks Morita T' = (1ZZ 2ZZ> di ring Q(T) =
2

(Q Q
Q Q
diperhatikan bahwa (Z : 3Z), = (Z : 3Z), = 2Z dan (Z : 2Z), = (Z : 2Z), = iZ.

)

). Diketahui bahwa Z merupakan order maksimal di ring Q. Selanjutnya

Dengan demikian, diperoleh 7" merupakan order maksimal.

R

P isi 3.5 [4] Misalkan T =
roposisi [4] Misalkan <W g

Q(T) = <g((‘f/)) gig;) Jika A = (WI/, ‘(/]/> merupakan suatu T—ideal di

o (BRI (R:W) o ((R:D, (S:W),
Q(T)maka(T'A)l_<(S:V’)lz (S:J)ll> dan(TA)’“‘((R:V’)T (S:J)T)'

) merupakan order maksimal di ring

I
W’
(R : I)l (R : W/)l>

(S : V/)l (S : J)l .

!
Bukti. Diketahui 7" merupakan order maksimal dan A = ( ‘;) merupakan

suatu T—ideal di Q(T"). Akan ditunjukkan (T : A); = (

=3I
w <

g

Diambil sebarang ¢ = < > € (T : A); yang berarti tA C T yaitu

(o 5w W)l s)

Jadi, diperoleh 71 C R, oW’ C R,wV' C S, dan7J C S.Jadi, 7 € (R : I),,

Sl

<
m
=y

Wh,w € (S: V'), dan 5 € (S : J);. Dengan demikian diperoleh ¢ = (r Z) €

(R:I)l (R:W/)l . . (RZI)[ (RZW/)l
(v o) e (G )

. . !
((;3: ‘f,))ll (fS’W;)31> C (T : A),. Apabila diper-
hatikan, (R : I);)I + (R : W)W’ C Rdan (S : V'),V 4+ (S : J);J C S, berarti
hanya perlu ditunjukkan (R : I);V' + (R : W');J C V dan (S : V') I + (S :
J) W' C W. Akibatnya, diperoleh (R : I);V'W C (R : I);I C R dan (R :

Sebaliknya, akan ditunjukkan <
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W JW C (R : W) W' C R (Lemma 1.2 [5]). Menurut Teorema didap-
atkan (R : I))2V' C (R: W), =V dan (R : W'),J C (R : W), = V. Hal ini
mengakibatkan, (R : I);V' + (R: W’');J C V. Dengan cara yang sama dapat pula

dapat ditunjukkan (S : V'), I+ (S: J)W' CW. O
Lemma 3.6 [4] Misalkan T = <£f S> merupakan order maksimal di ring

QT = < (Ii') g((g))) Jika V' merupakan (R,S)—modul fraksional maka

Q(
Vi=(VWV)y = ((VW)V)w.

Bukti. Diketahui 7" merupakan order maksinal di Q(7") dan V’ merupakan (R, S)
—modul fraksional. Akan ditunjukkan terlebih dahulu V] = (V/WV), yaitu (S :
(S : V) =(5:(S: V'WV))),. Dalam hal ini akan ditunjukkan bahwa (S :
V' = (S : V/WV),. Diketahui bahwa VWV C V'S = V', yang berarti (S :
V') C (S : V'WV),. Sebaliknya diambil sebarang w € (S : V'WV),, yang berarti
wV'WV C S dan wV'W C (S : V),;. Dengan menggunakan fakta 7" merupakan
order maksimal, menurut Lemma didapatkan @V'W C (S : V), = W. Jadi,
wV' C Oy (W) =S dan w € (S : V’');. Akibatnya, V, = (V'WV),.

Selanjutnya akan dibuktikan V. = ((V/'W),V), yaitu (S : (S : V")), = (S :
(S : (V'W),V);),. Dalam hal ini akan ditunjukkan (S : V'), = (S : (V/W), V),
yaitu (V/)~1 = (S : (V/W),V),. Apabila diperhatikan (V/)"1V'W C SW = W
dan V(V)"'V'W C VW C R. Jadi, V(V')"! C (R: V'W), dan V(V")"}(V'W),
C R. Sehingga menurut Teorema berlaku (V')~Y(V'W), C (R:V), = W dan
(VHY=L(V'W),V € WV C S. Hal ini mengakibatkan (V/)~1 C (S : (V/W),V),.
Sebaliknya, diperhatikan bahwa V'WV C (V/W),V dan (S : V'), = (V/)7! =
(S : V!'WV),. Akibatnya, (V/)~1 = (S : V'WV); D (S : (V'W),V);. Sehingga
didapatkan V] = ((V'W),V),. Terbukti, V] = (V'WV), = (V'W),V),. O

4. RING KONTEKS MORITA SEBAGAI ORDER ASANO

Pada bagian ini akan diberikan syarat perlu dan cukup bilamana suatu ring
konteks Morita T' merupakan order Asano di ring Q(7T). Suatu ring Goldie prima
disebut order Asano apabila setiap ideal tak nol di ring tersebut merupakan ideal
invertibel yaitu untuk setiap T—ideal A di Q(T) terdapat T—ideal A=! di Q(T))
sedemikian sehingga AA™' = A7'A = T. [5]. Order T Merupakan order Asano
jika dan hanya jika T merupakan order maksimal dan setiap T—ideal di Q(T)
merupakan v—ideal (Proposition 5.2.6, [4]).

Berikut akan diberikan sifat yang berlaku pada ring konteks Morita
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(i Y)

apabila ring R merupakan order Asano di Q(R) dan ring S merupakan order Asano
di Q(9).

o (R V\ _(QR) Q(V)
Lemma 4.1 [4] Diberikan order T = (W S) diring Q(T) = (Q(W) Q(S)) )

Jika ring R merupakan order Asano di Q(R) dan ring S merupakan order Asano
di Q(S) maka

(1) (VY"WV' = S dan V'(V')~! = R untuk setiap (R, S)—modul fraksional
V' di Q(V),

(2) (W)=IW' = R dan W' (W')~t = S untuk setiap (S, R)—modul fraksional
W’ di Q(V).

Bukti. Diketahui R merupakan order Asano di Q(R) dan ring S merupakan order
Asano di Q().

(1) Akan dibuktikan (V/)~™1V’' = S dan V/(V’)~! = R untuk setiap (R, S—
modul fraksional V' di Q(V'). Diambil sebarang (R, S)—modul fraksional
V' di Q(V). Diketahui bahwa ring R merupakan order Asano di Q(R) dan
S merupakan order Asano di Q(S). Tulis J = (V/)~'V’. Andaikan J C
R. Karena S merupakan order Asano, berlaku J=}(V/)71V/ = J=1J =
S. Jadi, J7Y (V)L C (S : V), = (V)"1dan J! C O(V')"! = 8.
Akibatnya, J~'J C SJ = J C R. Kontradiksi dengan J~'J = S. Oleh
karena itu, haruslah J = (V/)~'V’ = S. Dengan cara yang sama dapat
pula ditunjukkan V'(V')~1 = R.

(2) Akan dibuktikan (W’)~'W’ = R dan W/(W’')~! = S untuk setiap W’
yang merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W). Tulis I = (W')~1W".
Andaikan I C R. Karena R merupakan order Asano, berlaku I—(W’) =W’
— [T = R Jadi, I"'(W))"' C (R : W), = (W)~1 dan I"' C
O,(V')~t = S. Akibatnya, I='T C RI = I C R. Kontradiksi dengan
I7'T = R. Oleh karena itu, haruslah I = (W’)"'W’ = R. Dengan cara
yang sama dapat pula ditunjukkan W’(S’)~! = R.

O

Lemma di atas kemudian memotivasi definisi berikut [4].

w.s QW)

(1) V disebut (R, S)—modul Asano apabila (V')~*V' =S dan V' (V'
untuk setiap V' yang merupakan (R, S)—modul fraksional di Q(V'),

Definisi 4.2 Diberikan order T = <R ) di ring Q(T) = <Q<R) gi‘g))
)7t =R
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(2) W disebut (S, R)—modul Asano apabila (W')"1W’' = R dan W (W')~! =
S untuk setiap W’ yang merupakan (S, R)—modul fraksional di Q(W).

Proposisi 4.3 [] Diberikan order T di ring Q(T). Jika VW = R dan WV = S
maka terdapat korespondensi satu-satu antara himpunan semua R—ideal di Q(R)

dan himpunan semua (R, S)—modul fraksional di Q(V).

Bukti. Misalkan J (V) merupakan himpunan semua (R,S)—modul fraksional
di Q(V) dan J(R) merupakan himpunan semua R—ideal di Q(R). Selanjutnya
didefinisikan fungsi

f:IJV)—= J(R)
dengan f(V') = V'W untuk setiap V' € J(V'). Diambil sebarang V', V" € J(V)
dengan f(V') = f(V") yaitu V'W = V"”W. Akibatnya, diperoleh V' = VWV =
V"WV = V"8 = V", Selanjutnya didefinisikan fungsi

g:J(R)—> TV)
dengan g(I) = IV untuk setiap I € D(R) maka diperoleh f o g(I) = f(g(I)) =
f(IV) = IVW = I. Dengan demikian f merupakan fungsi bijektif. Terbukti,
terdapat korespondensi satu-satu antara J(R) dan J (V). O

Teorema 4.4 [4] Diberikan order T = (‘?/ ‘;) diring Q(T) = <Q(R)) Q(V)> .

Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen.

(1) Ring T merupakan order Asano di ring Q(T).
(2) (a) ring R merupakan order Asano di Q(R) dan ring S merupakan order
Asano di Q(S);
(b) VIW =R dan WV = S.
(3) (a) Modul V' disebut (R, S)—modul Asano di Q(V') dan Modul W disebut
(S, R)—modul Asano di Q(W);
(b) VIW =R dan WV = S.

Bukti. (1) = (2) Diketahui bahwa ring 7' merupakan order Asano di ring Q(T).
Dari sini, diperoleh ring T" merupakan order maksimal di ring Q(T'). Menurut
Teorema didapatkan ring R merupakan order maksimal di Q(R) dan ring S
merupakan order maksimal di Q(S). Selanjutnya diambil sebarang R—ideal inte-
gral di Q(R). Dibentuk suatu T'—ideal integral di Q(7T') yaitu A = <VI£I VI?I/V) .

Mengingat T merupakan order Asano, haruslah

A==, i)
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Jadi, I, = I yaitu I merupakan v—ideal di ring Q(R). Dengan kata lain, R meru-
pakan order Asano di ring Q(R). Kemudian diambil sebarang S—ideal integral di
Q(S5). Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan S merupakan order Asano di
ring Q(S).

Selanjutnya akan ditunjukkan VW = R dan WV = S. Jelas bahwa VW C R.
Tulis I = VW. Andaikan I C R. Karena R merupakan order Asano, didapatkan
I7'] = I7'VW = R. Menurut Teorema berlaku 7'V C (R : W), = V.
Jadi, 7' C Oy(V) = R. Hal ini mengakibatkan I='] C RI = I C R. Hal
ini mengakibatkan kontradiksi dengan I~'I = R. Oleh karena itu, haruslah I =
VW = R. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan pula WV = S.

(2) = (3) Jelas dari Lemma [4.1]

(3) = (1) Apabila diperhatikan (R: W), = VW (R: W); CV dan (S: W), = (R:
W)WV C V. Jadi, diperoleh (R: W); =V = (S : W),. Dengan cara yang sama
dapat pula ditunjukkan (R: W), =V =(S: W), dan (R: V), =W =(S:V),.

Diambil sebarang R—ideal integral di Q(R). Berdasarkan Proposisi terda-
pat suatu (R,S)—modul frkaksional V' di Q(V') sedemikian sehingga I = V'W.
Apabila diperhatikan V(V')~! merupakan R—ideal di Q(R). Karena V meru-
pakan (R, S)—modul Asano di Q(V), didapatkan I[(V(V')~1) = V'W(V(V')7!) =
V/(V")~! = R, maka berlaku (V(V)")I = (V(V)"HYV'W =VSW = VW = R.
Jadi, I merupakan ideal invertibel. Dengan kata lain, R merupakan order Asano.
Dengan cara yang sama dapat pula ditunjukkan ring S merupakan order Asano di
ring Q(S). Akibatnya, diperoleh R merupakan order maksimal di Q(R) dan ring
S merupakan order maksimal di Q(S). Apabila diperhatikan (R: W); =V = (S :
W), dan (R : V), = W = (S : V);. Menurut Teorema T merupakan order
maksimal.

r v
w’' o J
fakta bahwa R merupakan order Asano dan S merupakan order Asano di ring
Q(S), berlaku I, = I dan J, = J. Lebih lanjut akan ditunjukkan bahwa V, = V'
dan W, = W’. Akan ditunjukkan terlebih dahulu V'’ = IV. Apabila diperhatikan,
IV C V' dan V'W C I (Lemma 1.2 [5]). Oleh karena itu, berlaku IV C V' =
V'S = VWV = IV. Jadi, V' = IV. Diketahui bahwa I = IVW C (IV),W C
(IV)uW), = (IVW), = I, = I sehingga IV = (IV),WV = (IV),S = (IV),.
Jadi, diperoleh V! = IV = (IV), = V. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan
pula bahwa W’ = WI. Menurut 1emma didapatkan I = VWI C V(WI), C
(V(IWI)y), = (VWI), = I, = I. Oleh karena itu, didapatkan I = V(WI),
dan WI = WV (WI), = S(WI), = (WI),. Sehingga dapat disimpulkan bahwa

Diambil sebarang T'—ideal integral A = ( > di Q(T') Dengan menggunakan
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W'=WI=(WI), =W,. Jadi, diperoleh

v I Vv
A= =0 ) =4,
(e )= Gz )

Dengan demikian diperoleh T'" merupakan order maksimal di Q(7') dan setiap
T—ideal integral di Q(T") merupakan v—ideal. Terbukti,T" merupakan order Asano
(Proposition 5.2.6, []). O

5. PENUTUP

Adapun kesimpulan dari penulisan ini yaitu syarat perlu dan cukup untuk
membuktikan suatu ring konteks Morita sebagai order maksimal dan order Asano
sebagai berikut.

. : R VY .. . QR) Q(V)

(1) Suaturing konteks Morita T = (W S> diring Q(T) = <Q(W) Q(S))

merupakan order maksimal jika dan hanya jika dengan ring R merupakan

order maksimal di Q(R) dan ring S merupakan order maksimal di Q(S)

serta (R: V), =(S: V) =Wdan (R: W), =(S: W), =V.

. . R VY . . Q(R) Q(V)

(2) Suatu ring konteks Morita T = (W S> diring Q(T) = <Q(W) Q(S)>

merupakan order Asano jika dan hanya jika ring R merupakan order Asano

di Q(R) dan ring S merupakan order Asano di Q(S) serta VW = R dan

WV =5.

Adapun saran dari penulisan ini yaitu untuk penelitian kedepannya, diharap-
kan dapat diberikan syarat perlu dan cukup 7" merupakan order Dedekind, order
G-Dedekind Prima dan order Krull.
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