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Subgrup Normal Multi-Fuzzy, Subgrup Normal Multi-Anti
Fuzzy, dan Teorema Korespondensi

(Normal Multi-Fuzzy Subgroups, Normal Multi-Anti Fuzzy
Subgroups, and Correspondence Theorem)

AMALUDDIN*, BUDI SURODJO

Abstract. In any group, we can form normal multi-fuzzy subgroups and normal multi-
anti fuzzy subgroups. In this paper, we investigate the properties of normal multi-fuzzy
subgroups and normal multi-anti fuzzy subgroups. Based on these structures, we con-
struct the factor groups relative to a normal multi-fuzzy subgroup or normal multi-anti
fuzzy subgroup. Furthermore, we prove that if f : G; — G2 is an epimorphism of groups,
then there is a one-to-one correspondence between the normal multi-anti fuzzy subgroups
of G2 and those of G; which are constant on the kernel of f. Finally, by using the epi-
morphism f, we give a group isomorphism between two factor groups relative to a normal
multi-anti fuzzy subgroup.

Keywords: Multi-fuzzy subgroup, multi-anti fuzzy subgroup, normal multi-fuzzy sub-

group, normal multi-anti fuzzy subgroup, multi-fuzzy coset.

Abstrak. Pada sebarang grup dapat dibentuk subgrup normal multi-fuzzy dan subgrup
normal multi-anti fuzzy. Pada tulisan ini, dikaji sifat-sifat subgrup normal multi-fuzzy
dan subgrup normal multi-anti fuzzy. Berdasarkan struktur tersebut, dikonstruksi grup
faktor relatif terhadap subgrup normal multi-fuzzy atau subgrup normal multi-anti fuzzy.
Lebih lanjut, dibuktikan bahwa jika f : G1 — G2 merupakan epimorfisma grup, maka
terdapat korespondensi satu-satu antara subgrup-subgrup normal multi-anti fuzzy pada
G2 dan pada G yang bernilai konstan pada kernel f. Terakhir, dengan menggunakan
epimorfisma f, diberikan suatu isomorfisma grup antara dua grup faktor relatif terhadap
subgrup normal multi-anti fuzzy.

Kata-kata kunci: Subgrup multi-fuzzy, subgrup multi-anti fuzzy, subgrup normal multi-

fuzzy, subgrup normal multi-anti fuzzy, koset multi-fuzzy.
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1. PENDAHULUAN

Himpunan fuzzy diperkenalkan oleh Lothfi A. Zadeh [12] pada tahun 1965. Den-
gan menggunakan himpunan tersebut, Rosenfeld [9] memperkenalkan konsep grup fuzzy.
Perkembangan konsep grup fuzzy ini menghasilkan konsep-konsep baru, antara lain sub-
grup anti fuzzy [1], subgrup normal fuzzy dan koset fuzzy [3], dan grup faktor relatif
terhadap subgrup normal fuzzy [2].

Pada tahun 2010, Sabu Sebastian dan T.V. Ramakrishnan [10] memperkenalkan
konsep himpunan multi-fuzzy. Konsep ini merupakan perumuman dari teori him-
punan fuzzy. Dengan menerapkan konsep himpunan multi-fuzzy pada suatu grup, Sabu
dan Ramakrishnan [11] memunculkan konsep subgrup multi-fuzzy dan subgrup normal
multi-fuzzy. Sifat-sifat subgrup multi-fuzzy dan subgrup multi-anti fuzzy diselidiki oleh
Muthuraj dan Balamurugan [4,5].

Subgrup multi-fuzzy dikatakan normal jika memenuhi aksioma tertentu. Begitu
pula dengan subgrup multi-anti fuzzy yang dapat dikatakan normal jika memenuhi ak-
sioma tertentu. Konsep subgrup normal multi-fuzzy dan subgrup normal multi-anti
fuzzy dibahas oleh Muthuraj dan Balamurugan [6]. Pada tulisan ini dibahas sifat sub-
grup normal multi-fuzzy dan subgrup normal multi-anti fuzzy yang berkaitan dengan
grup komutatif.

Koset multi-fuzzy dapat dibangun dari subgrup normal multi-fuzzy atau subgrup
normal multi-anti fuzzy [7,8]. Koset multi-fuzzy tersebut dapat membentuk suatu grup
faktor. Muthuraj dan Balamurugan [7] mengonstruksi grup faktor relatif terhadap sub-
grup normal multi-anti fuzzy. Pada tulisan ini dikonstruksi grup faktor relatif terhadap
subgrup normal multi-fuzzy. Lebih lanjut, Teorema Korespondensi yang berkaitan den-
gan subgrup normal multi-anti fuzzy dipelajari oleh Muthuraj dan Balamurugan [7].
Pada tulisan ini diberikan sifat yang berkaitan dengan Teorema Korespondensi terse-
but.

2. HHIMPUNAN MULTI-FUZZY PADA GRUP

Pada bagian ini dibahas konsep himpunan multi-fuzzy pada suatu grup, subgrup
multi-fuzzy, dan subgrup multi-anti fuzzy.

Definisi 2.1. [12] Diberikan sebarang grup G. Himpunan bagian fuzzy i pada G meru-
pakan pemetaan p: G — [0, 1].

Definisi 2.2. [10] Diberikan sebarang grup G. Himpunan multi-fuzzy A pada G didefin-
istkan sebagai

A= {(xvul(x)vlj@(x)v'” 7#1(95)7"') HEGS G}

dengan p; : G — [0, 1] untuk setiap i.
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Contoh 2.3. Diberikan grup (Z,+). Pada Z didefinisikan fungsi p; : Z — [0,1],
sehingga

—L =2 -3 .

Lo x=,23 .
T+
dengan x € Z dan t = 1,2,3,---. Dibentuk himpunan barisan terurut

A= {(l‘,ﬂl(l‘),ﬂg(l‘), e a,u/i(x)v o ) NS Z}
Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa A merupakan himpunan multi-fuzzy pada Z.

Jika barisan fungsi-fungsi keanggotaan pada A hanya sebanyak k (sebanyak berhingga),
maka k dikatakan sebagai dimensi dari A. Fungsi keanggotaan multi-fuzzy 4 meru-
pakan fungsi dari G ke [0, 1]*, sehingga untuk setiap z € G berlaku

pa(x) = (p1(x), p2(x), - pr(x)).

Untuk menyederhanakan penulisan, himpunan multi-fuzzy

A= {(z, 1 (2), p2(x), -, () : © € G}
dapat ditulis sebagai
A= (pas gy s )

Definisi 2.4. [10] Diberikan himpunan-himpunan multi-fuzzy A dan B pada grup G,
dengan A = (u1, pa, - , i) dan B = (v1,v9,- -+ ). Didefinisikan relasi dan operasi
berikut.
(1) A C B jika dan hanya jika p;(x) < v;(x) untuk setiop x € X dani=1,2,--- k.
(2) A = B jika dan hanya jika p;(x) = v;i(x) untuk setiap x € X dani=1,2,--- k.
(3) AUB = (1 Uvq,uo Uvg, -+ i Uwy)
= {(x7 ma/x{ul(x)7 Vl(x)}7 mam{ﬂ2($)7 VQ(‘%')L e 7ma${ﬂk($)7
vp(z)}) 1 x € G}.
(4) ANB= (,ulﬂl/l,,ugﬁljg,"' ,,ukﬂuk)
= {(z, min{p1 (2), v (x) }, min{pa(x), v2 ()}, - - -, min{ e (2),
vp(z)}) 1z € G}.
Definisi 2.5. [10] Diberikan himpunan multi-fuzzy A = (p1, fto, -+ , pi) pada grup
G. Misalkan pf merupakan komplemen fuzzy dari himpunan fuzzy p;, untuk i =
1,2,--- k. Komplemen multi-fuzzy dari himpunan multi-fuzzy A adalah himpunan
multi-fuzzy (u§, 1S, -, u$) dan dinotasikan oleh C(A) atau AC. Oleh karena itu,

AC = {(‘rwu'lc(x)’pﬂc(l')? T 7ﬂkc(1')) HEARS G}
= {(x’ 1- M1($)7 1- NQ(x)v R //'k(m)) HEGRS G}
Definisi 2.6. [1] Misalkan u merupakan himpunan bagian fuzzy pada grup G. Kom-

plemen dari himpunan p, dinotasikan dengan pC, merupakan himpunan bagian fuzzy
pada G yang didefinisikan sebagai u©(g) = 1 — u(g), untuk setiap g € G.

Misalkan A merupakan himpunan multi-fuzzy pada grup G dengan elemen iden-
titas e. Himpunan A, menotasikan himpunan {z € G|A(z) = A(e)}.
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Definisi 2.7. [9] Misalkan p merupakan himpunan bagian fuzzy pada grup G. Him-
punan i dinamakan sebagai subgrup fuzzy pada G jika untuk setiap x,y € G memenuhi:

(1) p(zy) = min{pu(x), u(y)}-

(2) p(a™t) = p().
Definisi 2.8. [11] Himpunan multi-fuzzy A pada grup G dinamakan subgrup multi-fuzzy
pada G jika untuk setiap x,y € G berlaku:

(1) A(zy) = min{A(z), A(y)}.

(2) A@™) = Az).
Contoh 2.9. Diberikan grup K = {(a,bla® = b*> = (ab)? = ). Didefinisikan pemetaan
wi : K —[0,1], dengan

(=}
oo

=2 sr=e
@={g T7°
pals) = O—f ;r =0
02 . —ab

untuk setiap x € K dan setiap i = 1,2,--- ,20. Dibentuk himpunan multi-fuzzy

A= (/’[/1’/'[/2’ T 7/1/20)-
Jelas bahwa p;(xy) > min{wi(x), wi(y)} dan pi(z=1) = p;(x), untuk setiap z,y € K
dani=1,2,---,20. Jadi, A(zy) > min{A(z), A(y)} dan A(x=1) = A(x), untuk setiap
x,y € K. Dengan demikian, A merupakan subgrup multi-fuzzy pada K.

Definisi 2.10. [1] Diberikan himpunan bagian fuzzy p pada grup G. Himpunan p
dinamakan subgrup anti fuzzy pada G jika untuk setiap x,y € G memenuhi:

(1) p(wy) < maz{u(z), p(y)}

(2) wa™) = p().
Definisi 2.11. [5] Himpunan multi-fuzzy B pada grup G dinamakan subgrup multi-anti
fuzzy pada G jika untuk setiap x,y € G berlaku:

(1) B(zy) < maz{B(x), B(y)}.

(2) B(z™') = B(z).
Contoh 2.12. [5] Diberikan grup K = (a,bla®> = b* = (ab)? = e). Didefinisikan
pemetaan v; : K — [0,1], dengan

% r=¢e
0.6
= sxr=a
vile) = @ ;=0
99y =ab
untuk setiap x € K dan setiap i = 1,2,--- ,20. Dibentuk himpunan multi-fuzzy
B = (V17V27”' 7V20)~

Dapat dilihat bahwa vi(zy) < max{v;(z),v;(y)} dan v;(z™1) = vi(x), untuk setiap
zr,y € K dani = 1,2,---,20. Jadi, B(xy) < max{B(z), B(y)} dan B(z~1) = B(z),
untuk setiap x,y € K. Oleh karena itu, B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada K.
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3. SIFAT-SIFAT SUBGRUP MULTI-FUZZY DAN SUBGRUP
MULTI-ANTI FUZZY

Pada bagian ini diberikan sifat-sifat yang berlaku pada subgrup multi-fuzzy dan
subgrup multi-anti fuzzy.

Misalkan A merupakan subgrup multi-fuzzy pada grup G dengan elemen identitas
e. Dapat dilihat bahwa untuk setiap z € G, diperoleh

A(x) = min{A(z), A(z)} = min{A(z), A(z™ 1)} < A(zz~') = A(e).
Dengan demikian, didapat A(z) < A(e), untuk setiap = € G.

Teorema 3.1. [4] Diberikan subgrup multi-fuzzy A pada grup G dengan elemen iden-
titas e. Himpunan A, = {x € G|A(x) = A(e)} merupakan subgrup dari G.

Bukti. Jelas bahwa A, # (), sebab ¢ € A,. Lebih lanjut, diambil sebarang =,y € A..
Hal ini berarti A(xz) = A(y) = A(e). Diperhatikan bahwa

A(zy™") = min{A(z), A(y~)}
= min{A(z), A(y)}
= min{A(e), A(e)}
= A(e).
Jadi, A(zy~') > A(e), untuk sebarang x,y € A,. Di sisi lain, karena A(z) < A(e),
untuk setiap * € G, berarti A(xy~!) < A(e), untuk sebarang z,y € A,. Dengan

demikian didapatkan A(xy~!) = A(e), untuk sebarang x,y € A,. Oleh karena itu,
xy~ !t € A,. Jadi, terbukti A, merupakan subgrup dari G. O

Teorema 3.2. [4] Himpunan multi-fuzzy A pada grup G merupakan subgrup multi-fuzzy
pada G jika dan hanya jika A(zy~') > min{A(z), A(y)}, untuk setiap z,y € G.

Bukti. Diambil sebarang x,y € G. Diperhatikan bahwa

Aay™) 2 ming A(z), A(y~1)} = min{A(z), A()}.
Sebaliknya, diambil sebarang x,y € G.

(1) Afe) = Afwa™) > min{A(z), A(z)} = A(z). Jadi, A(e) > A(z).

(2) Ay = Afey™) > minfAle). Aly)} = A(y). Jadi, A(y~)) > Aly). Lebib
lanjut, A(y) = A((y~ D7 = Ale(y™) ) 2 min{ A(e), A(y~ DY =Ah.
Jadi, A(y~!) < A(y). Dengan demikian, didapat A(y~!) = A(y).

(3) A(wy) = A(z(y~")~") > min{A(z), A(y~")} = min{A(2), A(y)}. Jadi, didapat
A(zy) = min{A(z), A(y)}.

Oleh karena itu, terbukti A merupakan subgrup multi-fuzzy pada G. O

Teorema 3.3. Misalkan A dan B masing-masing merupakan subgrup multi-anti fuzzy
pada grup G. Gabungan dari A dan B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada G.
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Bukti. Diambil sebarang x,y € G. Diperhatikan bahwa

(AU B)(zy) = max{A(zy), B(xy)}
(z), A(y)}, max{B(z), B(y)}}
= max{max{A(x), B(z)}, max{A(y), B(y)}}
= max{(AU B)(z), (AU B)(y)}-

< max{max{A(x

);
)

Lebih lanjut,
(AUB)(z™1) = max{A(z™'), B(z™!)} = max{A(z), B(x)} = (AU B)(x).
Jadi, terbukti (A U B) merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada G. O

Misalkan B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada grup G dengan elemen
identitas e. Dapat dilihat bahwa untuk setiap x € G, diperoleh

B(z) = max{B(z), B(z)} = max{B(z), B(z~')} > B(zz~') = B(e).
Dengan demikian, didapat B(x) > B(e), untuk setiap z € G.
Teorema 3.4. [5] Diberikan subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G dengan elemen
identitas e. Jika B(zy~!') = B(e), maka B(x) = B(y), untuk setiap z,y € G.

Bukti. Diambil sebarang =,y € G. Diperhatikan bahwa

B(z) = B(ze) = B(x(y~'y)) < max{B(zy~"), B(y)} = max{B(e), B(y)} = A(y).
Jadi, diperoleh B(z) < B(y), untuk setiap z,y € G. Di sisi lain,

B(y) = B(ye)
— Byl )
< max{B(yz~ '), B
— max{Blay™), B(x)}
= max{B(e), B(z)}
= B(x).

Jadi, diperoleh B(y) < B(xz), untuk setiap z,y € G. Karena diperoleh B(z) < B(y)
dan B(y) < B(z), berarti terbukti B(z) = B(y), untuk setiap z,y € G. O

Mengacu pada Definisi 2.12, didapatkan syarat perlu dan cukup himpunan multi-
fuzzy pada suatu grup merupakan subgrup multi-anti fuzzy. Syarat tersebut dinyatakan
dalam sifat berikut.

Teorema 3.5. [5] Himpunan multi-fuzzy B pada grup G merupakan subgrup multi-anti
fuzzy pada G jika dan hanya jika B(zy~') < max{B(z), B(y)}, untuk setiap z,y € G.
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4. SUBGRUP NORMAL MULTI-FUZZY DAN SUBGRUP NORMAL
MULTI-ANTI FUZZY

Pada bagian ini dibahas konsep dan sifat-sifat subgrup normal multi-fuzzy dan
subgrup normal multi-anti fuzzy pada suatu grup.

Definisi 4.1. [6] Subgrup multi-fuzzy A pada grup G dikatakan normal jika untuk setiap
x € G memenuhi

Ax) < géig{fl(gwg’l)}

Contoh 4.2. Diberikan subgrup multi-fuzzy A pada grup K seperti pada Contoh 2.9.
Dapat dilihat bahwa x = grg™', untuk setiap x,g € K. Oleh karena itu, dididapat
wi(z) < pi(grg™t), untuk setiap x,g € K dan i = 1,2,---,20. Dengan demikian,
untuk setiap x € K, diperoleh A(x) < min{A(gzg™!)}, untuk setiap g € K. Jadi,
subgrup multi-fuzzy A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup K.

Jika A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G, maka dapat dilihat
bahwa
Alz) < A(g 'z(g7 Y)Y = A(g ' zg), untuk setiap z,g € G.

Teorema 4.3. [11] Diberikan subgrup multi-fuzzy A pada grup G. Untuk setiap x,g €
G, pernyataan-pernyataan berikut saling ekuivalen.

(1) Subgrup multi-fuzzy A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada G.

(2) A(x) < A(gzg™}).

(3) A(z) = A(gzg™).

(4) A(zg) = A(gz).
Teorema 4.4. Diberikan subgrup multi-fuzzy A pada grup G. Jika G merupakan grup
komutatif, maka A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada G.

Bukti. Karena G merupakan grup komutatif, berarti jelas bahwa x = grg~!, sehingga

didapat A(z) = A(gzg~!), untuk setiap x, g € G. Dengan kata lain, untuk setiap x € G
memenuhi

Az) < min{A(geg)}.
geG
Jadi, terbukti bahwa A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada G. ([l

Konvers dari Teorema 4.4 di atas belum tentu berlaku. Contoh penyangkalnya
yaitu misalkan pada grup (S3, o) didefinisikan fungsi u; : S3 — [0, 1], sehingga

0#5 T =e
pi() = .
0 ;¢ yang lain
dengan xz € S dan ¢ =1,2,3,---,20. Dibentuk himpunan barisan terurut

A ={(z,p(2), p2(2), -+, p20(@)) : & € Sz}

Jelas bahwa A merupakan himpunan multi-fuzzy pada S3. Lebih lanjut, dapat dili-
hat bahwa A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada Ss. Tetapi S3 bukan grup
komutatif.



Subgrup Normal Multi-Fuzzy 31

Teorema 4.5. Jika A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G, maka A, =
{z € G|A(z) = A(e)} merupakan subgrup normal dari G.

Bukti. Pada Teorema 3.1 telah dibuktikan bahwa A, merupakan subgrup dari G. Se-
lanjutnya diambil sebarang = € A, dan y € G. Oleh karena itu, A(xz) = A(e). Karena
A subgrup normal multi-fuzzy pada G, berarti A(yzy~!) > A(x) = A(e). Karena
A(yzy=t) < A(e) = A(x), berarti A(yzy~') = A(e). Dengan demikian, didapat
yxy~' € A,. Jadi, terbukti bahwa A, merupakan subgrup normal dari G. O

Definisi 4.6. [6] Subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G dikatakan normal jika untuk
setiap x € G memenuhi

B(x) > max{B(gzg™")}.

Contoh 4.7. Diberikan subgrup multi-anti fuzzy B pada grup K seperti pada Contoh
2.12. Dapat dilihat bahwa x = grg~*, untuk setiap x,g € K. Oleh karena itu, diperoleh
wi(z) > wi(grg™t), untuk setiap x,g € K dan i = 1,2,---,20. Dengan demikian,
untuk setiap x € K, didapat B(x) > max{B(gxg~!)}, untuk setiap g € K. Jadi, B
merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada K.

Teorema 4.8. Diberikan subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G. Untuk setiap x,g €
G, pernyataan-pernyataan berikut saling ekuivalen.

(1) Subgrup multi-anti fuzzy B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada G.
(2) B(x)> B(gzg™").

(3) B(z) = B(gzg™").

(4) B(zg) = B(gz).

Bukti. Diambil sebarang x,g € G. Diperhatikan bahwa
(1) = (2)

B(z) > meag{B(gxg_l)} jika dan hanya jika B(z) > B(gzg™').
g

((2)=(3))
B(z) > B(gzg™") = B(g~'(gzg~")g) = B(a).

(3)=(2)
Karena B(x) = B(gxg~!), berarti jelas bahwa B(x) > B(grg™?).
((3) = (4))

B(xzg) = B(g(zg)g~") = B((92)(99™")) = B(ga).
((4) = (3))

Teorema 4.9. Diberikan subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G. Jika G merupakan
grup komutatif, maka B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada G.
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Bukti. Diketahui G merupakan grup komutatif. Jelas bahwa x = grg~!, untuk setiap

x,g € G. Dengan demikian, didapat B(z) = B(gzg~*!), untuk setiap x, g € G. Dengan
kata lain, untuk setiap x € G memenuhi

B(z) > max{B(gag™")}.
geG
Jadi, terbukti bahwa B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada G. O

Konvers dari Teorema 4.9 di atas belum tentu berlaku. Contoh penyangkalnya
yaitu misalkan didefinisikan fungsi y; : Ss — [0, 1], sehingga

0,3
z =€
’ui(m):{OlG )

;x yang lain
dengan x € S3 dan ¢ = 1,2, 3,---,20. Dibentuk himpunan barisan terurut

B = {(z,p1(z), p2(x), - , p2o(x)) : « € S3}.

Jelas bahwa B merupakan himpunan multi-fuzzy pada Ss3. Lebih lanjut, dapat dilihat
bahwa B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada S3. Tetapi S3 bukan grup
komutatif.

Jika B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G, maka B, meru-
pakan subgrup normal dari G (Muthuraj dan Balamurugan, 2014).

5. KOSET MULTI-FUZZY DARI SUBGRUP NORMAL MULTI-FUZZY

Pada bagian ini dibahas konsep koset multi-fuzzy dari subgrup normal multi-fuzzy
pada suatu grup. Koset multi-fuzzy ini akan digunakan untuk membentuk grup faktor
relatif terhadap subgrup normal multi-fuzzy pada suatu grup.

Definisi 5.1. [8] Misalkan A merupakan subgrup multi-fuzzy pada grup G. Untuk
sebarang a € G, didefinisikan (aA)(z) = A(a™'z), untuk setiap x € G, dinamakan
sebagai koset multi-fuzzy dari subgrup multi-fuzzy A pada grup G yang ditentukan oleh
a€d.

Diberikan subgrup multi-fuzzy A pada grup G. Misalkan untuk sebarang x,y € G
berlaku A = yA. Diambil sebarang z,y € GG. Diperhatikan bahwa

Jadi, diperoleh A(x~1y) = A(e), untuk setiap z,y € G.
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Sebaliknya, diambil sebarang g € GG. Diperhatikan bahwa

zA(g) = A(z""g)
= Al yy'g)
> min{A(z"'y), A(y~'g)}
= min{A(e), A(y~'g)}
= Ay~ 'g)
= yA(g).

Jadi, ©A(g) > yA(g). Lebih lanjut, dengan cara analog, diperoleh yA(g) > zA(g).

Dengan demikian, didapat zA(g) = yA(g), untuk setiap ¢ € G. Dengan kata lain,
diperoleh zA = yA. Oleh karena itu, teorema berikut ini telah terbukti.

Teorema 5.2. [8] Misalkan A merupakan subgrup multi-fuzzy pada grup G. Untuk
sebarang x,y € G, xA = yA jika dan hanya jika A(z~1y) = Ae).

Akibat dari Teorema 5.2 di atas, diberikan pada teorema berikut.

Teorema 5.3. Misalkan A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G. Untuk
sebarang x,y,u,v € G, jika A =uA dan yA = vA, maka (zy)A = (uwv)A.

Bukti. Diketahui A = uA dan yA = vA. Berdasarkan Teorema 5.2 di atas, didapatkan

z 'u,y~ v € A,. Lebih lanjut, karena A, subgrup normal, berarti
(zy)tuv = (y~ e Dulyy v =y @ u)y(y~ o) € Au
Menurut Teorema 5.2, didapat (zy)A = (uv)A. O

Misalkan A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G. Didefinisikan
himpunan G/A = {zA : © € G}. Menurut Teorema 5.3 di atas, didefinisikan satu
operasi biner ” *” pada himpunan G/A sebagai berikut.

(xA) * (yA) = (zy)A, untuk setiap z,y € G.
Dengan operasi biner tersebut, berikut ini diberikan sifat bahwa (G/A, *) grup.

Teorema 5.4. Misalkan A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G dan
G/A = {zA : © € G}. Himpunan G/A membentuk grup terhadap operasi biner ” 7
yang didefinisikan dengan

(zA) x (yA) = (zy)A
untuk setiap x,y € G.

R

Bukti. Berdasarkan Teorema 5.3 di atas, terbukti bahwa operasi biner ” x 7 tersebut

well-defined. Selanjutnya, akan dibuktikan (G/A, x) membentuk grup.
(1) Untuk setiap a,z,y, 2z € G berlaku
(A xyA) x zA)(a) = ((zy)zA)(a) = (z(y2)A)(a) = (zA * (yA * z4))(a).
Jadi, didapat (zAxyA)*zA = zAx (yA*zA), untuk setiap A, yA, zA € G/A.
(2) Terdapat elemen identitas di G/A, yaitu eA. Hal ini terjadi karena untuk setiap
rA € G/A dan setiap a € G berlaku
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(xAxeA)(a) = xzeA(a) = 2A(a) = exA(a) = (eA xxA)(a).
(3) Setiap *A € G/A mempunyai invers di G/A, yaitu x7 1A € G/A. Hal ini terjadi
karena untuk setiap A € G/A dan untuk setiap a € G berlaku
(rAx 27t A)(a) = 271 Aa) = eA(a) = (27 'z A)(a) = (7 A x 2 A)(a).
Jadi, terbukti bahwa (G/A, x) membentuk grup. O

Mengacu pada Teorema 5.4 di atas, diperoleh definisi grup faktor dari grup G
relatif terhadap subgrup normal multi-fuzzy A berikut.

Definisi 5.5. Misalkan A merupakan subgrup normal multi-fuzzy pada grup G. Grup
G/A terhadap operasi biner” x” yang didefinisikan dengan

(zA) * (yA) = (zy)A
untuk setiap x,y € G, dinamakan sebagai grup faktor dari G relatif terhadap A.

Contoh 5.6. Diberikan subgrup normal multi-fuzzy A pada grup K seperti pada Contoh
4.2. Dapat dilihat bahwa K/A = {eA,aA,bA,abA}. Pada himpunan K/A dilengkapi
operasi biner 7 x 7 dengan definisi sebagai berikut.

(xA) * (yA) = (zy)A

untuk setiap tA,yA € K/A. Berdasarkan operasi biner tersebut, didapat Tabel Cayley
berikut.

TABEL 1. K/A Terhadap Operasi Biner ” %7

* eA | aA | DA | abA
eA | eA | aA | DA | abA
aA | aA | eA | abA | bA
bA | bA | abA | eA | dA
abA | abA | bA | aA | €A

Menurut Tabel Cayley di atas, dapat dilihat bahwa (K/A,*) merupakan grup.
Jadi, grup (K/A,x) merupakan grup faktor dari K relatif terhadap A.

6. KOSET MULTI-FUZZY DARI SUBGRUP NORMAL MULTI-ANTI
FUZZY

Pada bagian ini dibahas konsep koset multi-fuzzy dari subgrup normal multi-anti
fuzzy pada suatu grup. Koset multi-fuzzy ini akan digunakan untuk membentuk grup
faktor relatif terhadap subgrup normal multi-anti fuzzy.

Definisi 6.1. [7] Misalkan B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada grup G. Untuk
sebarang x € G, didefinisikan (zB)(y) = B(xz~ly), untuk setiap y € G, dinamakan se-
bagai koset kiri multi-fuzzy dari subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G yang ditentukan
oleh x € G.
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Definisi 6.2. [7] Misalkan B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada grup G. Untuk
sebarang x € G, didefinisikan (Bz)(y) = B(yx~!), untuk setiap y € G, dinamakan
sebagai koset kanan multi-fuzzy dari subgrup multi-anti fuzzy B pada grup G yang di-
tentukan oleh x € G.

Teorema 6.3. [7] Misalkan B merupakan subgrup multi-anti fuzzy pada grup G. Sub-
grup multi-anti fuzzy B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada G jika dan
hanya jika B = Bz, untuk setiap © € G.

Bukti. Diketahui B subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G. Artinya B(zy) =
B(yx), untuk setiap z,y € G. Diambil sebarang z, z € G. Diperhatikan bahwa

B(z ') = B(xz1)

B((z"'x)™") =B((zz~")7")

B(x712) = B(za™1)

(zB)(z) = (Bx)(2).
Jadi, terbukti bahwa B = Bz, untuk setiap =z € G.

Sebaliknya, diketahui £ B = Bz, untuk setiap z € GG. Diambil sebarang z, z € G.

Diperhatikan bahwa

(zB)(2) = (Bz)(z
B(z712) = B(zz™1)
B((z7'2)7") = B((z27")7)
B(z ') = B(xz1)
Dengan demikian, didapat B(z~1z) = B(zz71), untuk setiap =, 2~! € G. Jadi, terbukti
bahwa B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada G. (I

Teorema 6.4. [7] Jika B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G,
maka xB = yB jika dan hanya jika x~'y € B, untuk z,y € G.

Bukti. Pembuktiannya analog dengan Teorema 5.2. O
Akibat dari Teorema 6.4 di atas, dinyatakan pada sifat berikut.

Teorema 6.5. [7] Misalkan B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup
G. Untuk sebarang x,y,u,v € G, jika xtB = uB dan yB = vB, maka (zy)B = (uv)B.

Bukti. Karena B = uB dan yB = vB, berarti menurut Teorema 6.4, diperoleh

z~'u,y v € B,. Lebih lanjut, karena B, subgrup normal, berarti
(zy) v = (y e Hulyy o =y~ @z u)y(y ") € B
Berdasarkan Teorema 6.4, didapat (zy)B = (uv)B. O

Misalkan B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G. Didefin-
isikan suatu himpunan G/B = {zB : * € G}. Mengacu pada Teorema 6.5 di atas,
didefinisikan satu operasi biner ” x” pada himpunan G/B sebagai berikut.

(zB) * (yB) = (xy)B, untuk setiap x,y € G.

Dengan operasi biner tersebut, dapat dibuktikan bahwa (G/B,*) merupakan grup
seperti dinyatakan pada sifat berikut ini.
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Teorema 6.6. [7] Misalkan B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup
G dan G/B = {«B : © € G}. Himpunan G/B membentuk grup terhadap operasi biner
7 %7 yang didefinisikan dengan

(zB) * (yB) = (vy)B
untuk setiap x,y € G.
Bukti. Bukti analog dengan pembuktian Teorema 5.4. (]

Menurut Teorema 6.6 di atas, dihasilkan suatu definisi grup faktor dari grup G
relatif terhadap subgrup normal multi-anti fuzzy B sebagai berikut.

Definisi 6.7. [7] Misalkan B merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G.
Grup G/B terhadap operasi biner ” x” yang didefinisikan dengan

(zB) = (yB) = (xy)B
untuk setiap x,y € G, dinamakan sebagai grup faktor dari G relatif terhadap B.

Contoh 6.8. Diberikan subgrup normal multi-anti fuzzy B pada grup K seperti pada
Contoh 4.7. Dapat dilihat bahwa K/B = {eB,aB,bB,abB}. Pada himpunan K/B
dilengkapi operasi biner ” x” dengan definisi sebagai berikut.

(zB) * (yB) = (vy)B
untuk setiap xB,yB € K/B. Menurut operasi biner tersebut, didapat tabel berikut.

TABEL 2. K/B Terhadap Operasi Biner ” % ”

* eB | aB | bB | abB
eB | eB | aB | bB | abB
aB | aB | eB | abB | bB
bB | bB | abB | eB | aB
abB | abB | bB | aB | eB

Berdasarkan Tabel Cayley di atas, dapat dilihat bahwa (K /B, *) merupakan grup.
Jadi, grup (K/B,x) merupakan grup faktor dari K relatif terhadap B.

7. TEOREMA KORESPONDENSI

Diberikan grup G; dengan elemen identitas e; dan grup Gs dengan elemen identi-
tas es. Dibentuk homomorfisma f : G; — G5 dan dua subgrup normal multi-anti fuzzy
A: Gy — [0,1]* dan B : Gy — [0,1]*, dengan k merupakan dimensi pada A dan B.
Didefinisikan image dari A atas f sebagai himpunan multi-fuzzy f(A) : Gy — [0,1]"
sedemikian sehingga untuk setiap y € Go,

~min{A(z):z e fy)} s f ) #
f(A)(y)_{1k:(1,1,...,1) N y) =
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Lebih lanjut, invers image dari B atas f merupakan himpunan multi-fuzzy
f7H(B): Gy — [0,1]*
dengan definisi f~(B)(z) = B(f(z)), untuk setiap = € G;.
Teorema 7.1. [7] Jika A konstan pada Ker(f), maka f(A)(f(x)) = A(x), untuk setiap
T € Gl.
Teorema 7.2. [7] Misalkan f : G1 — Go homomorfisma dan A : Gy — [0,1)% dan
B : Gy — [0,1]F masing-masing subgrup normal multi-anti fuzzy.

(1) Jika f surjektif, maka f(A) merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy;

(2) Himpunan bagian multi-anti fuzzy f~1(B) merupakan subgrup normal multi-
anti fuzzy dengan f=(B) bernilai konstan pada Ker(f);

(3) Jika f surjektif, maka f(f~1(B)) = B.

(4) Jika A bernilai konstan pada Ker(f), maka f=1(f(A)) = A.

Bukti. (1) Diambil sebarang u,v € Ga. Artinya terdapat x,y € G sehingga f(z) =
uwdan f(y) = v. Jelas bahwa zy=! € f~ (uv™!) dany~lzy € f~1(v"1uv). Oleh
karena itu, didapat
F(A) (uv™") = min{A(z) : z € f~ ( )

< min{A(zy™") rw € fH(u),y € fT(v)}
< min{max{A(z), A(y )} ze [ (u)ye fi(v)}
= max{min{A(z) : = € ' (u)}, min{A(y) : y € f ' (v)}}
= max{f(A4)(u), f(A)(v)}.
Jadi, f(A) subgrup multi-anti fuzzy. Lebih lanjut,
F(A) (v uw) = min{A(z) : z € f~ v uw)}
< min{A(y~'zy) e € fTH(u)y € fT(v)}
min{A(z) : x € f~1(u)}
f(A) ().

Jadi, terbukti f(A) subgrup normal multi-anti fuzzy pada Gs.
(2) Untuk setiap z,y € G, diperoleh

FHB)ay™) = B(f(xy™ )
< max{B(f(x)), B(f(y))}
= max{f~(B)(x), f~1(B)(y)}-
Dengan demikian, f~!(B) subgrup multi-anti fuzzy. Lebih lanjut,
FHB)y twy) = B(f(y~'ay)) = B(f(2)) = [~H(B)(2).
Oleh karena itu, f~—!(B) subgrup normal multi-anti fuzzy pada G;. Diper-
hatikan bahwa f~1(B)(x) = B(f(z)) = B(es), untuk setiap € Ker(f). Jadi,

terbukti bahwa f~!(B) subgrup normal multi-anti fuzzy dengan f~1(B) berni-
lai konstan pada Ker(f).

INIA
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(3) Diketahui f surjektif. Artinya untuk setiap y € G2, terdapat x € G; sehingga
y = f(x). Menurut Poin 2 di atas, didapat f~!(B) bernilai konstan pada
Ker(f). Dengan hal tersebut, menurut Teorema 7.1, didapat

FUTB) W) = F(HB)(f () = f71(B) () = B(f(x)) = B(y).

Dengan demikian, terbukti bahwa f(f~!(B)) = B.
(4) Diambil sebarang = € G;. Dengan menggunakan Teorema 7.1, didapat

FHfA) () = F(A)(f(2) = Alz).
Jadi, terbukti bahwa f=1(f(A)) = A.
(]

Berdasarkan Teorema 7.2 di atas, diperoleh Teorema Korespondensi dari subgrup
normal multi-anti fuzzy berikut ini.

Teorema 7.3. [7] (Teorema Korespondensi) Jika f : G1 — Gy epimorfisma grup, maka
terdapat korespondensi satu-satu antara subgrup-subgrup normal multi-anti fuzzy pada
Gy dan subgrup-subgrup normal multi-anti fuzzy pada G1 yang bernilai konstan pada
Ker(f).

Bukti. Misalkan F(G2) merupakan himpunan semua subgrup normal multi-anti fuzzy
pada grup Gs dan F(G;) merupakan himpunan semua subgrup normal multi-anti fuzzy
pada grup G; yang bernilai konstan pada Ker(f). Dibentuk pengaitan

¢: F(G1) = F(G3)
dengan definisi ¢p(A) = f(A), untuk setiap A € F(G1). Akan dibuktikan pengaitan ¢
merupakan fungsi bijektif.
(1) Diambil sebarang A € F(Gy), berarti ¢(A) = f(A). Menurut Teorema 7.2,

f(A) merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup Ga. Oleh karena
itu, f(A) € F(Gz). Lebih lanjut, diambil sebarang A;, As € F(G;) dengan
Ay = Ay. Artinya ¢(A;) = f(A1), dengan f(A;)(y) = min{A;(z) : z € f~1(y)}
untuk setiap y € G». Karena A; = As, berarti
f(A)(y) = min{A(2) sz € [~ (y)}
=min{Ay(z) : 2 € f1(y)}
f(A2)(y)
untuk setiap y € G2. Dengan demikian, didapat ¢(A;) = f(41) = f(As) =
d(Az). Jadi, ¢ well-defined.
(2) Diambil sebarang Ay, A2 € F(G1), dengan ¢(A1) = ¢(Az). Artinya f(4;) =
f(Az). Diambil sebarang f(x) € G2. Menurut Teorema 7.1, diperoleh
f(A)(f(z)) = f(A2)(f(z))
Ay(z) = As(x)

Oleh karena itu, didapat A; = As. Jadi, ¢ injektif.
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(3) Diambil sebarang B € F(Gs). Akan dibuktikan terdapat f~1(B) € F(G1),
sehingga ¢(f~1(B)) = f(f~*(B)) = B. Didefinisikan

1 (B)(@) = B(f(x),

untuk setiap x € G7. Menurut Teorema 7.2, didapat f~!(B) subgrup normal
multi-anti fuzzy yang bernilai konstan pada Ker(f). Jadi, f~1(B) € F(G1).
Lebih lanjut, menurut Teorema 7.2, didapat f(f~1(B)) = B. Jadi, ¢ surjektif.

Dengan demikian, terbukti ¢ merupakan fungsi bijektif. (]

Misalkan f : G; — G5 merupakan epimorfisma grup. Diberikan subgrup normal
multi-anti fuzzy A pada grup G; yang bernilai konstan pada Ker(f). Menurut Teo-
rema 7.2, f(A) merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup Gs. Menurut
Teorema 7.3, ¢p(A) = f(A). Artinya A dan f(A) saling berkaitan. Lebih lanjut, dengan
menggunakan Teorema 6.6, A dan f(A) secara berturut-turut dapat membentuk dua
grup faktor, yaitu grup G1/A dan grup Ga/f(A). Berikut diberikan sifat bahwa G;/A
dan G3/f(A) saling isomorfik.

Teorema 7.4. Misalkan f : G1 — G2 merupakan epimorfisma grup. Jika A merupakan

subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup Gy yang bernilai konstan pada Ker(f), maka
G1/A= G/ f(A).

Bukti. Jelas bahwa G1/A dan G3/f(A) masing-masing merupakan grup. Dibentuk
pengaitan o : G1/A — G2/ f(A) dengan a(aA) = (f(a))f(A). Akan dibuktikan bahwa
« merupakan isomorfisma.

(1) Diambil sebarang aA,bA € G;/A dengan aA = bA. Akibatnya menurut
Teorema 6.4, didapat A(ab™!) = A(e;). Karena A bernilai konstan pada
Ker(f), berarti menurut Teorema 7.2 didapat f~'(f(A)) = A. Oleh karena
itu, F1(f(A))(@b™1) = /~'(f(A))(er). Dengan kata lain, f(A)(f(ab~)) =
f(A)(f(e1)). Dengan demikian, didapat f(A)(f(a)(f(b))~!) = f(A)(e2) atau
(f(a)(f(b))"1)f(A) = (e2)f(A). Menurut Teorema 6.4, didapat (f(a))f(A) =
(f(b))f(A). Dengan kata lain, a(aA) = a(bA). Jadi, o well-defined.

(2) Untuk setiap aAd,bA € G1/A berlaku a(aAbA) = a(abA) = (f(ab))f(A) =
(f(@)f(O)F(A) = (f(@)f(A)(F1)f(A) = alad)a(bA). Jadi, o merupakan
homomorfisma.

(3) Karena f epimorfisma, berarti untuk setiap yf(A) € Go/f(A) terdapat a € Gy
sedemikian sehingga y = f(a). Oleh karena itu, a(ad) = (f(a))f(4) = yf(4).
Jadi, a surjektif.

(4) Diambil sebarang aA,bA € G1/A dengan a(aA) = a(aA). Artinya (f(a))f(A) =
(f(b))f(A). Menurut Teorema 6.4, diperoleh (f(a)(f(b))~1)f(A) = (e2)f(A),
sehingga (f(ab~))f(4) = (f(e1))f(4) atan F(A)(F(ab~)) = F(A)(f(er)) -
Dengan kata lain, f~1(f(A4))(ab~!) = f~1(f(A4))(e1). Karena A bernilai kon-
stan pada Ker(f), didapat A(ab~!) = A(e;), sehingga diperoleh aA = bA. Jadi
« injektif.

Jadi, terbukti a merupakan isomorfisma grup. Dengan demikian, terbukti bahwa

G1/A=Gy/f(A). O
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8. PENUTUP

Kesimpulan tulisan ini, yaitu jika f merupakan epimorfisma dari grup G; ke grup
G5 dan A merupakan subgrup normal multi-anti fuzzy pada grup G yang bermilai kon-
stan pada Ker(f), maka grup faktor G1/A dan grup faktor Ga/f(A) saling isomorfik.
Saran penulis kepada pembaca yang tertarik melanjutkan penelitian ini adalah
dengan memberikan contoh f(A) dan f~!(B) yang terdapat pada halaman 13 dan 14.
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