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SOLUSI KUAT INTERVAL DARI SISTEM INTERVAL
PERSAMAAN LINEAR MAX-PLUS

(INTERVAL STRONG SOLUTIONS OF INTERVAL
SYSTEMS OF MAX-PLUS LINEAR EQUATIONS)

FATHIN AZKIYA*, ARI SUPARWANTO

Abstract. Let R be the set of all real numbers and Rε = R ∪ {ε} whose ε = {−∞}.

Max-plus algebra is the set Rε that is equipped two operations maximum and addition.

Max-plus algebra can be expanded to interval max-plus algebra, it is the set of closed

intervals in Rε that is equipped with the operation maximum as ⊕̄ and the operation

addition as ⊗̄. This study aims to discuss the existence and uniqueness of interval strong

solutions of interval systems of interval max-plus linear equations. The proof of the exis-

tence of interval strong solutions is constructive and generates a formula for computing

such solutions. A necessary and su�cient condition for the uniqueness of interval strong

solutions is obtained by testing the uniqueness of the solution of a �nite number of sub-

systems from all of its subsystems. From these conditions, an algorithm can be obtained

that can verify the uniqueness of interval strong solutions of interval systems of max-plus

linear equation.

Keywords: Max-plus linear equation, interval system, strong solvable, interval strong

solution.

Abstrak. Abstrak. Misalkan R adalah himpunan semua bilangan real dan Rε = R∪ {ε}

dengan ε = {−∞}. Aljabar maks-plus adalah himpunan Rε yang dilengkapi dua op-

erasi maksimum dan penjumlahan. Aljabar max-plus dapat diperluas menjadi aljabar

max-plus interval, yaitu himpunan yang anggotanya merupakan interval-interval tertutup

dalam Rε yang dilengkapi dengan operasi maksimum ⊕̄ dan operasi penjumlahan ⊗̄.

Penelitian ini bertujuan untuk membahas eksistensi dan ketunggalan dari solusi kuat

interval dari sistem interval persamaan linear dalam aljabar max-plus interval. Pembuk-

tian dari eksistensi solusi kuat interval bersifat konstruktif dan menghasilkan rumus untuk

menghitung solusi tersebut. Syarat perlu dan cukup dari ketunggalan solusi kuat inter-

val diperoleh dengan menguji ketunggalan penyelesaian dari sejumlah subsistem terbatas

dari semua subsistemnya. Dari syarat tersebut diperoleh algoritma yang dapat memver-

i�kasi ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear max-plus.

Kata-kata kunci: persamaan linear max-plus, sistem interval, strong solvable, solusi kuat

interval.
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1. PENDAHULUAN

Pada masalah pemodelan dan analisa suatu jaringan, terkadang waktu akti�tas-
nya tidak diketahui dengan pasti. Hal ini terjadi disebabkan jaringan masih pada tahap
perancangan atau data-data mengenai waktu akti�tas belum diketahui secara pasti.
Ketidakpastian waktu akti�tas jaringan ini dapat dimodelkan dalam suatu interval ter-
tutup dalam aljabar max-plus, yang selanjutnya disebut waktu akti�tas interval.

Aljabar max-plus dapat digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara
aljabar masalah-masalah jaringan, seperti penjadwal penerbangan pesawat di suatu
bandara, penjadwalan jaringan kereta dan kestabilan, lebih detailnya dapat dilihat
pada [1] dan [4]. Pemodelan jaringan dengan pendekatan aljabar max-plus biasanya
merupakan sistem persamaan linear max plus dan dapat dituliskan sebagai persamaan
matriks A ⊗ x = b dengan x dan b masing-masing adalah vektor input dan vektor
output.

Konsep aljabar max-plus interval merupakan perluasan konsep aljabar max-plus.
Konsep tersebut digunakan untuk menganalisis masalah pemodelan dengan waktu akti-
�tas interval, dengan elemen-elemennya berupa interval tertutup dalam aljabar maxplus
yang dilengkapi dengan operasi ⊕̄ dan operasi ⊗̄. Sistem interval persamaan linear max-
plus dituliskan sebagai persamaan A⊗̄x = b dengan A, x, dan b masing-masing adalah
matriks interval, vektor input dan vektor interval output, lebih detailnya dapat dilihat
pada [2].

Terdapat beberapa tipe penyelesaian dari sistem intervalA⊗̄x = b. Salah satunya
dijelaskan dalam [2] yaitu tipe penyelesaian sistem interval yang strongly solvable. Se-
jalan dengan penelitian tersebut, pada tulisan ini akan dibahas mengenai konsep solusi
kuat interval yang dapat menjadi penyelesaian terbatas berbentuk interval dari sistem
interval yang strongly solvable sebagaimana yang terdapat pada [5]. Pada penelitian
ini, akan ditentukan syarat perlu dan cukup dari eksistensi dari solusi kuat interval dari
sistem interval A⊗̄x = b dan memberikan rumus untuk menghitung solusi tersebut.

Selain itu juga diberikan pembahasan mengenai pelemahan syarat perlu dari
ketunggalan solusi kuat interval A⊗̄x = b serta mengembangkan algoritma untuk
memeriksa ketunggalannya.

2. ALJABAR MAX-PLUS

Pada bagian ini dibahas konsep dasar aljabar max-plus dan sistem persamaan lin-
ear max-plus A⊗x = b. Pembahasan selengkapnya dapat dilihat pada [1],[4],[5] dan [7].

2.1. Operasi Dasar atas Aljabar Max-Plus.

Diberikan Rε = R ∪ {ε} himpunan semua bilangan real dan ε = {−∞}. Pada Rε

dide�nisikan operasi berikut: untuk setiap a, b ∈ Rε,

a⊕ b = max{a, b} dan a⊗ b = a+ b

Dapat ditunjukkan bahwa (Rε,⊕,⊗) merupakan semi�eld komutatif idempoten
dengan elemen netral ε = −∞ dan elemen satuan e = 0. Kemudian (Rε,⊕,⊗) disebut
aljabar max-plus, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan Rmax. Relasi ≤ pada Rmax

dide�nisikan dengan x ≤ y ⇔ x⊕ y = y merupakan urutan parsial pada Rmax .
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2.2. Operasi Aljabar Matriks atas Aljabar Max-Plus.

Dide�nisikan Rm×n
max sebagai himpunan semua matriks berukuran m× n yang en-

trientrinya di dalam Rmax. Untuk n ∈ N dengan n ̸= 0, dide�nisikan n̄ := {1, 2, . . . , n}.
Entri matriks A ∈ Rm×n

max baris ke- i kolom ke- j dinotasikan dengan aij atau [A]ij untuk
setiap i ∈ m̄ dan j ∈ n̄.

De�nisi 2.1. [4]

(1) Untuk A,B ∈ Rm×n
max dide�nisikan A⊕B ∈ Rm×n

max dengan

[A⊕B]ij = aij ⊕ bij = max {aij , bij}
untuk setiap i ∈ m̄ dan j ∈ n̄.

(2) Untuk A ∈ Rm×p
max , B ∈ Rp×n

max dide�nisikan A⊗B ∈ Rm×n
max dengan

[A⊗B]ij =

p⊕
k=1

aik ⊗ bkj = max
k∈p̄

{aik + bkj}

untuk setiap i ∈ m̄ dan j ∈ n̄.
(3) Untuk α ∈ Rmax dan A ∈ Rm×n

max dide�nisikan α⊗A dengan

[α⊗A]ij = α⊗ aij

untuk setiap i ∈ m̄ dan j ∈ n̄.
(4) Matriks nol atas Rmax dinotasikan dengan E ∈ Rm×n

max dide�nisikan sebagai ma-
triks dengan [E ]ij = ε, untuk setiap i ∈ m̄ dan j ∈ n̄ sedemikian sehingga untuk
setiap A ∈ Rm×n

max memenuhi A⊕ E = A = E ⊕A.
(5) Matriks identitas dalam aljabar max-plus dituliskan dengan E ∈ Rn×n

max adalah
matriks dengan

[E]ij =

{
0, i = j

ε, i ̸= j

untuk setiap i, j ∈ n̄. Lebih lanjut, untuk setiap matriks A ∈ Rn×n
max memenuhi

A⊗ E = A = E ⊗A.

Dapat ditunjukkan bahwa (Rm×n
max ,⊕,⊗) merupakan semi�eld komutatif idem-

poten. Relasi ≤ yang dide�nisikan pada Rm×n
max dengan

A ≤ B ⇔ A⊕B = B ⇔ aij ⊕ bij = bij ⇔ aij ≤ bij ,∀i ∈ m̄ dan j ∈ n̄

merupakan urutan parsial pada Rm×n
max .

2.3. Sistem Persamaan Linear Max-Plus.

Diberikan A ∈ Rn×n
max dan x, b ∈ Rn

max. Penyelesain sistem A⊗ x = b adalah himpunan
semua vektor x ∈ Rn

max sedemikian hingga A⊗ x = b.

De�nisi 2.2. [1] Vektor x̀ ∈ Rn
max disebut subpenyelesaian dari sistem A ⊗ x = b jika

memenuhi pertidaksamaan A⊗ ẋ ≤ b.
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Lemma 2.3. [5] Diberikan sistem A⊗ x = b. Jika

x∗
j (A, b) = min

1≤k≤n
{bk − akj} , j ∈ n̄, (2.1)

maka x∗(A, b) =
(
x∗
j (A, b)

)
∈ Rn

max merupakan subpenyelesaian terbesar dari sistem
A⊗ x = b.

Lemma 2.4. [5] Sistem A⊗x = b memiliki penyelesaian jika dan hanya jika subpenye-
lesaian terbesar x∗(A, b) merupakan penyelesaiannya.

Selanjutnya, diberikan de�nisi solvable entry yang didapatkan dari konsep sub-
penyelesaian terbesar.

De�nisi 2.5. [5] Entri aij dari A disebut solvable entry dari sistem A⊗ x = b jika

min
1≤k≤n

{bk − akj} = bi − aij (2.2)

Selanjutnya, diberikan lemma yang membahas eksistensi dan ketunggalan penye-
lesaian sistem A⊗ x = b.

Lemma 2.6. [7] Sistem A ⊗ x = b memiliki penyelesaian jika dan hanya jika setiap
baris dari matriks A memiliki setidaknya satu solvable entry.

Lemma 2.7. [7] Diberikan sistem A⊗x = b yang memiliki penyelesaian. Penyelesaian
sistem A ⊗ x = b tunggal jika dan hanya jika setiap baris dari matriks A memiliki
solvable entry yang tunggal.

3. ALJABAR MAX-PLUS INTERVAL

Pada bagian ini membahas konsep dasar aljabar max-plus interval, teknik peng-
operasian matriks atas aljabar max-plus interval dan sistem interval persamaan linear
max-plus. Pembahasan lebih lengkap dapat dilihat pada [2], [6], [5] dan [7].

3.1. Operasi Dasar atas Aljabar Max-Plus Interval.

Sebelum membahas konsep aljabar max-plus interval, terlebih dahulu diberikan
de�nisi interval tertutup dalam aljabar max-plus.

De�nisi 3.1. [7] Interval tertutup a dalam Rmax adalah suatu himpunan bagian dari
Rmax yang berbentuk

a = ⟨a, ā⟩ = {a ∈ Rmax | a ≤ a ≤ ā} ,
dengan a, ā ∈ Rmax adalah batas bawah dan batas atas dari interval a.

Interval a dalam Rmax yang dide�nisikan pada De�nisi 3.1 disebut interval max-
plus, yang selanjutnya cukup disebut interval. Selanjutnya, dide�nisikan himpunan
semua interval dalam Rmax sebagai berikut :

I (Rmax) := {a = ⟨a, ā⟩ | a, ā ∈ R, ε < a ≤ ā} ∪ {⟨ε, ε⟩}.
De�nisi 3.2. [7] Diberikan I (Rmax) himpunan semua interval dalam aljabar max-plus.
Pada I (Rmax) dide�nisikan operasi berikut:

a⊕̄b := ⟨a⊕ b, ā⊕ b̄⟩ dan a⊗̄b := ⟨a⊗ b, ā⊗ b̄⟩
untuk setiap a = ⟨a, ā⟩, b = ⟨b, b̄⟩ ∈ I (Rmax)
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Lemma 3.3. [6] Misalkan a = ⟨a, ā⟩, b = ⟨b, b̄⟩ ∈ I (Rmax) sedemikian hingga berlaku

(1) a⊕̄b := {a⊕ b | a ∈ a, b ∈ b}.
(2) a⊗̄b := {a⊗ b | a ∈ a, b ∈ b}.

Bukti. Diambil sebarang interval a = ⟨a, ā⟩, b = ⟨b, b̄⟩ ∈ I (Rmax).

(1) Diambil sebarang c ∈ {a ⊕ b | a ∈ a, b ∈ b} sehingga terdapat a ∈ a dan b ∈ b
sedemikian hingga c = a⊕b. Karena a ≤ a ≤ ā dan b ≤ b ≤ b̄ sehingga diperoleh
max{a, b} ≤ max{a, b} ≤ max{ā, b̄}. Jadi, diperoleh a ⊕ b ≤ a ⊕ b ≤ ā ⊕ b̄.
Akibatnya, c ∈ ⟨a ⊕ b, ā ⊕ b̄⟩ sehingga {a ⊕ b | a ∈ a, b ∈ b} ⊆ a⊕̄b. Diambil
sebarang d ∈ a⊕̄b sehingga a⊕ b ≤ d ≤ ā⊕ b̄.

• Jika a ⊕ b = a dan ā ⊕ b̄ = ā, maka b ≤ a ≤ d ≤ ā. Oleh karena itu,
diperoleh d = d̄⊕ b dengan d ∈ a, b ∈ b.

• Jika a ⊕ b = a dan ā ⊕ b̄ = b̄, maka b ≤ a ≤ d ≤ b̄. Oleh karena itu,
diperoleh d = a⊕ d dengan a ∈ a, d ∈ b.

• Jika a ⊕ b = b dan ā ⊕ b̄ = ā, maka a ≤ b ≤ d ≤ ā. Oleh karena itu,
diperoleh d = d⊕ b dengan d ∈ a, b ∈ b.

• Jika a ⊕ b = b dan ā ⊕ b̄ = b̄, maka a ≤ b ≤ d ≤ b̄. Oleh karena itu,
diperoleh d = a⊕ d dengan a ∈ a, d ∈ b.

Jadi, diperoleh d ∈ {a ⊕ b | a ∈ a, b ∈ b}. Akibatnya, a⊕̄b ⊆ {a ⊕ b | a ∈
a, b ∈ b}. Dengan demikian, diperoleh a⊕̄b = {a⊕ b | a ∈ a, b ∈ b}.

(2) Diambil sebarang z ∈ {a ⊗ b | a ∈ a, b ∈ b} sehingga terdapat a ∈ a dan
b ∈ b sedemikian hingga z = a ⊗ b. Karena a ≤ a ≤ ā dan b ≤ b ≤ b̄ sehingga
a⊗b ≤ a⊗b ≤ ā⊗b̄. Jadi, z ∈ ⟨a⊗b, ā⊗b̄⟩ sehingga {a⊗b | a ∈ a, b ∈ b} ⊆ a⊗̄b.
Diambil sebarang d ∈ a⊗̄b sehingga a ⊗ b ≤ d ≤ ā ⊗ b̄. Andaikan skalar
d /∈ {a⊗ b | a ∈ a, b ∈ b} sehingga d ̸= a⊗ b untuk suatu a ∈ a dan b ∈ b. Oleh
karena itu, d < a⊗ b atau d > a⊗ b. Karena a ≤ a ≤ ā dan b ≤ b ≤ b̄ sehingga
diperoleh a⊗ b ≤ a⊗ b ≤ ā⊗ b̄. Dengan demikian, diperoleh

d < a⊗ b ≤ ā⊗ b̄ atau d > a⊗ b ≥ a⊗ b

sehingga

d < ā⊗ b̄ atau d > a⊗ b. (3.1)

Persamaan (3.1) kontradiksi dengan yang diketahui. Dengan demikian, skalar
d ∈ {a⊗ b | a ∈ a, b ∈ b} sehingga a⊗̄b ⊆ {a⊗ b | a ∈ a, b ∈ b}. Jadi, diperoleh
a⊗̄b = {a⊗ b | a ∈ a, b ∈ b}.

□
3.2. Matriks Interval atas Aljabar Max-Plus Interval.

Dide�nisikan I (Rm×n
max ) := {A = (aij) : aij ∈ I (Rmax) , untuk i ∈ m̄, j ∈ n̄}. Ma-

triks anggota I (Rm×n
max ) disebut matriks interval max-plus. Selanjutnya, matriks interval

max-plus cukup disebut dengan matriks interval. Matriks interval A ∈ I (Rm×n
max ) dapat

ditulis sebagai
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A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 =


⟨a11, ā11⟩ ⟨a12, ā12⟩ . . . ⟨a1n, ā1n⟩
⟨a21, ā21⟩ ⟨a22, ā22⟩ · · · ⟨a2n, ā2n⟩

...
...

...
⟨am1, ām1⟩ ⟨am2, ām2⟩ · · · ⟨amn, āmn⟩


(3.2)

dengan aij ∈ I (Rmax ). Selanjutnya, diberikan de�nisi matriks batas bawah dan ma-
triks batas atas matriks interval.

De�nisi 3.4. [5]Diberikan A = (aij) ∈ I (Rm×n
max ) dengan aij =

〈
aij , āij

〉
. Selanjutnya,

dide�nisikan matriks A =
(
aij

)
∈ Rm×n

max dan Ā = (āij) ∈ Rm×n
max , yang berturut-turut

disebut matriks batas bawah dan matriks batas atas matriks interval A. Lebih lanjut,
matriks interval A dapat dituliskan sebagai

A = ⟨A, Ā⟩ =
{
A ∈ Rm×n

max | A ≤ A ≤ Ā
}
.

De�nisi 3.5. [7]

(1) Untuk A,B ∈ I (Rm×n
max ) dide�nisikan A⊕̄B ∈ I (Rm×n

max ) dengan

[A⊕̄B]ij = [A]ij⊕̄[B]ij

untuk setiap i ∈ m̄, j ∈ n̄.
(2) Untuk a ∈ I (Rmax) dan A ∈ I (Rm×p

max ) dide�nisikan a⊗̄A ∈ Rm×n
max dengan

[a⊗̄A]ij = a⊗̄[A]ij

untuk setiap i ∈ m̄, j ∈ n̄
(3) Untuk A ∈ I (Rm×p

max ) ,B ∈ I (Rp×n
max) dide�nisikan A⊗̄B ∈ I (Rm×n

max ) dengan

[A⊗̄B]ij =

p⊕
k=1

[A]ik⊗̄[B]kj

untuk setiap i ∈ m̄, j ∈ n̄.

Lemma 3.6. [6] Diberikan matriks interval A = ⟨A, Ā⟩,B = ⟨B, B̄⟩ ∈ I (Rn×n
max )

sedemikian hingga berlaku

(1) A⊕̄B := {A⊕B | A ∈ A, B ∈ B}.
(2) A⊗B := {A⊗B | A ∈ A, B ∈ B}.

Bukti. Pembuktian analog dengan pembuktian Lema 3.3. □
3.3. Sistem Interval Persamaan Linear Max-Plus.

Diberikan matriks interval A ∈ I (Rn×n
max ), vektor x ∈ Rn

max dan vektor interval
b ∈ I (Rn

max ). Sistem interval

A⊗̄x = b (3.3)

disebut sistem interval persamaan linear max-plus. Lebih lanjut, Sistem (3.3) terdiri
dari himpunan semua sistem persamaan linear max-plus yang berbentuk

A⊗ x = b (3.4)
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dengan A ∈ A, x ∈ Rn
max dan b ∈ b. Kemudian, setiap sistem yang berbentuk seperti

Persamaan (3.4) disebut subsistem dari Sistem (3.3). Selanjutnya, diberikan de�nisi
mengenai salah satu jenis khusus subsistem dari Sistem (3.3).

De�nisi 3.7. [5] Suatu subsistem dari Sistem (3.3) dikatakan extremal jika setiap per-
samaannya merupakan persamaan yang berbentuk (A⊗x)i = b̄i (persamaan bawah-atas)
atau (Ā⊗ x)i = bi (persamaan atas-bawah) untuk setiap i ∈ n̄.

Lebih lanjut, subsistem extremal dari Sistem (3.3) dengan hanya persamaan ke-
i yang berbentuk persamaan bawah-atas dan yang lainnya berbentuk persamaan atas-
bawah dinotasikan dengan

A(i) ⊗ x = b(i), i ∈ n̄ (3.5)

dengan

A(i) =



ā11 ā12 · · · ā1n
...

...
...

āi−1,1 āi−1,2 · · · āi−1,n

ai1 ai2 · · · ain
āi+1,1 āi+1,2 · · · āi+1,n

...
...

...
ān1 ān2 · · · ānn


, b(i) =



b1
...

bi−1

b̄i
bi+1
...
bn


.

Selanjutnya diberikan pembahasan mengenai tipe penyelesaian sistem interval
persamaan linear max-plus yang stongly solvable.

De�nisi 3.8. [5] Sistem (3.3) dikatakan strongly solvable jika setiap subsistemnya
memiliki penyelesaian, yaitu (∀A ∈ A)(∀b ∈ b) (∃x ∈ Rn

max) (A⊗ x = b).

Teorema 3.9. [2] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap subsistem
extremalnya dengan tepat satu persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian.

Bukti. (⇐) Diketahui setiap subsistem extremal dari Sistem (3.3) dengan tepat satu
persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian. Akan ditunjukkan Sistem (3.3) strongly
solvable. Andaikan terdapat subsistem dari Sistem (3.3) yang tidak memiliki penyele-
saian yaitu subsistem

A⊗ x = b dengan A ∈ Rn×n
max , x, b ∈ Rn

max (3.6)

Berdasarkan pengandaian diperoleh subpenyelesaian terbesar x∗(A, b) bukan penye-
lesaian dari Subsistem (3.6) sehingga A⊗ x∗(A, b) ̸= b. Oleh karena itu, terdapat i ∈ n̄
sedemikian hingga berlaku

n⊕
j=1

(
aij ⊗ x∗

j (A, b)
)
< bi (3.7)

Ekuivalen dengan terdapat i ∈ n̄ sehingga berlaku max1≤j≤n

(
aij + x∗

j (A, b)
)
< bi.

Jadi, terdapat i ∈ n̄ sehingga untuk setiap j ∈ n̄ berlaku aij+x∗
j (A, b) < bi. Berdasarkan

Lema 2.3, terdapat i ∈ n̄ sehingga untuk setiap j ∈ n̄ berlaku

aij + min
1≤k≤n

{bk − akj} < bi ⇔ min
1≤k≤n

{bk − akj} < bi − aij . (3.8)
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Berdasarkan Persamaan (3.8) diperoleh bahwa baris ke- i dari matriks A tidak
memiliki solvable entry sehingga

min
k ̸=i

{bk − akj} = min
1≤k≤n

{bk − akj} (3.9)

Selanjutnya, persamaan ke- i dari Subsistem (3.6) diganti dengan persamaan
bawahatas dan persamaan yang lainnya adalah persamaan atas-bawah sehingga diper-
oleh subsistem extremal yang baru dari Sistem (3.3) yaitu A′⊗x = b′. Karena subsistem
extremal A′ ⊗ x = b′ diperoleh dari Subsistem (3.6) sehingga berdasarkan Persamaan

(3.8) dan Persamaan (3.9) diperoleh subpenyelesaian terbesar dari subsistem ex-
tremal A′ ⊗ x = b′ adalah

x∗
j (A

′, b′) = min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{bk − ākj} , b̄i − aij

}
,∀j ∈ n̄

sehingga berdasarkan Persamaan (3.8) diperoleh

aij + min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{bk − ākj} , b̄i − aij

}
< b̄i ⇔ aij + x∗

j (A
′, b′) < b̄i

Oleh karena itu, subpenyelesaian terbesar x∗
j (A

′, b′) bukan penyelesaian dari sub-
sistem extremal A′⊗x = b′. Akibatnya, diperoleh bahwa subsistem extremal A′⊗x = b′

tidak memiliki penyelesaian. Hal ini kontradiksi dengan setiap subsistem extremal dari
Sistem (3.3) dengan tepat satu persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian. Jadi,
Sistem (3.3) strongly solvable. □

Selanjutnya, diberikan de�nisi solvable interval dari sistem interval persamaan
linear max-plus.

De�nisi 3.10. [5] Diberikan Sistem (3.3) dan matriks koe�sien interval A yang berben-
tuk seperti persamaan (3.2). Entri interval aij =

〈
aij , āij

〉
disebut solvable interval dari

Sistem (3.3) jika mink ̸=i {bk − ākj} ≥ b̄i − aij.

Lemma 3.11. [7] Untuk sebarang Sistem (3.3) berlaku setiap kolom dari matriks in-
terval A memiliki paling banyak satu solvable interval.

Bukti. Diambil sebarang sistem interval

A⊗ x = b (3.10)

dengan A ∈ I (Rn×n
max ) , x ∈ Rn

max dan b ∈ I (Rn
max). Akan ditunjukkan setiap

kolom dari matriks interval A memiliki paling banyak satu solvable interval. Andaikan
terdapat kolom ke- j dari matriks interval A di Sistem (3.10) memiliki dua solvable
interval yaitu

〈
aij , āij

〉
,
〈
amj , āmj

〉
dengan i, j,m ∈ n̄ dan m ̸= i. Karena

〈
aij , āij

〉
solvable interval, maka berdasarkan De�nisi 3.10 berlaku mink ̸=i {bk − ākj} ≥ b̄i − aij .

Oleh karena itu, diperoleh bm − āmj ≥ b̄i − aij > bi − āij . Akibatnya, diperoleh

bm − āmj > bi − āij . Karena
〈
amj , āmj

〉
solvable interval, maka diperoleh

min
k ̸=m

{bk − ākj} ≥ b̄m − amj . Dengan cara yang sama, diperoleh bi − āij > bm − āmj .
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Akibatnya, terdapat kontradiksi. Jadi, setiap kolom dari matriks interval A memiliki
paling banyak satu solvable interval. □

Lemma 3.12. [5] Entri interval aij adalah solvable interval dari Sistem (3.3) jika dan
hanya jika aij merupakan solvable entry di subsistem extremal dari Sistem (3.3) yang

berbentuk seperti (3.5).

Bukti. Diketahui entri interval aij adalah solvable interval dari Sistem (3.3), sehingga
berdasarkan De�nisi 3.10 berlaku mink ̸=i {bk − ākj} ≥ b̄i − aij . Akibatnya, diperoleh

min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{bk − ākj} , b̄i − aij

}
= b̄i − aij .

Oleh karena itu, diperoleh bahwa entri aij merupakan solvable entry di subsistem
extremal dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.5). □

Akibat 3.13. [5] Entri interval aij merupakan solvable interval dari Sistem (3.3) jika
dan hanya jika untuk setiap subsistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.4)
aij merupakan solvable entry.

Bukti. (⇒) Diketahui entri interval aij merupakan solvable interval dari Sistem (3.3),
sehingga diperolah mink ̸=i {bk − ākj} ≥ b̄i − aij . Akan ditunjukkan untuk setiap sub-
sistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.4) aij merupakan solvable entry.
Diambil sebarang subsistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk A⊗x = b dengan A ∈ A
dan b ∈ b sehingga diperoleh

min
k ̸=i

{bk − akj} ≥ min
k ̸=i

{bk − ākj} ≥ b̄i − aij ≥ bi − aij

Oleh karena itu, diperoleh mink ̸=i {bk − akj} ≥ bi − aij . Dengan demikian, diperoleh

min
1≤k≤n

{bk − akj} =

{
min
k ̸=i

{bk − akj} , bi − aij

}
= bi − aij

Jadi, diperoleh bahwa entri aij dari matriks A merupakan solvable entry di sub-
sistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.4).

(⇐) Diketahui untuk setiap subsistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti
3.4, aij adalah solvable entry. Khususnya, untuk Subsistem (3.5), aij adalah solvable
entry. Oleh karena itu, berdasarkan Lema 3.12 diperoleh aij adalah solvable interval
dari Sistem (3.3). □

Akibat 3.14. [5] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap baris dari
matriks interval A memiliki setidaknya satu solvable interval.

Bukti. (⇒) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable, sehingga semua subsistemnya
memiliki penyelesaian. Akibatnya, untuk setiap i ∈ n̄ Subsistem (3.5) memiliki penye-
lesaian. Oleh karena itu, diperoleh bahwa setiap baris dari matriks A(i) memiliki seti-
daknya satu solvable entry. Lebih lanjut, setiap baris ke- i dari matriks A(i) memiliki
setidaknya satu solvable entry yaitu terdapat ji ∈ n̄ sedemikian hingga aiji solvable
en try dari Subsistem (3.5). Oleh karena itu, berdasarkan Lema 3.12 diperoleh aiji

adalah solvable interval pada baris ke- i dari matriks interval A. Karena berlaku untuk
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setiap i ∈ n̄, maka untuk setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu
solvable interval.

(⇐) Diketahui setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu solv-
able interval, sehingga diperoleh bahwa untuk setiap subsistem dari Sistem (3.3) yang
berbentuk seperti (3.4) berlaku setiap baris dari matriks A setidaknya memiliki satu
solvable entry. Oleh karena itu, diperoleh bahwa semua subsistem dari Sistem (3.3) yang
berbentuk seperti (3.4) memiliki penyelesaian. Dengan demikian, semua subsistem dari
Sistem (3.3) memiliki penyelesaian. Akibatnya, Sistem (3.3) strongly solvable. □

Teorema 3.15. [7] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap baris dari
matriks interval A memiliki solvable interval yang tunggal.

Bukti. (⇒) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable sehingga berdasarkan Akibat 3.14
diperoleh bahwa setiap baris dari matriks interval A memiliki setidaknya satu solvable
interval. Berdasarkan Lema 3.11 diperoleh bahwa Sistem (3.3) memiliki setiap kolom
dari matriks interval A ∈ I (Rn×n

max ) memiliki paling banyak satu solvable interval se-
hingga paling banyak ada n solvable interval dari Sistem (3.3). Akan ditunjukkan setiap
baris dari matriks interval A hanya memiliki satu solvable interval. Andaikan terda-
pat suatu baris dari matriks interval A di Sistem (3.3) yang setidaknya memiliki dua
solvable interval, sehingga jumlah solvable interval dari Sistem (3.3) lebih besar dari n.
Hal ini kontradiksi dengan pernyataan paling banyak ada n solvable interval dari Sis-
tem (3.3). Dengan demikian, setiap baris dari matriks interval A hanya memiliki satu
solvable interval. Jadi, setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval
yang tunggal.

(⇐) Diketahui setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval
yang tunggal, sehingga Sistem (3.3) memiliki n solvable interval. Berdasarkan Lema
3.11, diperoleh bahwa solvable interval tersebut berada di kolom-kolom yang berbeda.
Dinotasikan solvable interval tersebut sebagai

〈
a1j1 , ā1j1

〉
,
〈
a2j2 , ā2j2

〉
, . . . ,

〈
anjn , ānjn

〉
dengan j1, j2, . . . , jn menotasikan urutan dari 1, 2, . . . , n. Untuk setiap matriks A ∈ A
dan vektor b ∈ b sehingga berdasarkan Akibat 3.13 diperoleh bahwa a1j1 , a2j2 , . . . , anjn
merupakan solvable entry dari subsistem A ⊗ x = b. Dengan demikian, solvable entry
tersebut berada di baris-baris yang berbeda, sehingga diperoleh bahwa subsistem A ⊗
x = b memiliki penyelesaian. Karena berlaku untuk setiap subsistem A⊗ x = b dengan
A ∈ A dan vektor b ∈ b memiliki penyelesaian, maka diperoleh Sistem (3.3) strongly
solvable. □

Teorema 3.15 menginspirasi penyusunan algoritma 1 untuk menyelediki Sistem
(3.3) strongly solvable atau tidak. Berikut langkah-langkah algoritma tersebut.

Algoritma 1 Diberikan Sistem (3.3) dengan

A =


⟨a11, ā11⟩ ⟨a12, ā12⟩ . . . ⟨a1n, ā1n⟩
⟨a21, ā21⟩ ⟨a22, ā22⟩ . . . ⟨a2n, ā2n⟩

...
...

...
⟨am1, ām1⟩ ⟨am2, ām2⟩ . . . ⟨amn, āmn⟩

 , b =


〈
b1, b̄1

〉〈
b2, b̄2

〉
...〈

bn, b̄n
〉

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(1) Dihitung matriks interval DA,b dengan

DA,b =


〈
b1 − ā11, b̄1 − a11

〉
· · ·

〈
b1 − ā1n, b̄1 − a1n

〉
...

...〈
bn − ān1, b̄n − an1

〉
· · ·

〈
bn − ānn, b̄n − ann

〉


(2) Dihitung vektor interval c dengan entri

ci =

〈
min

1≤k≤n
{bk − āki} , min

1≤k≤n

{
b̄k − aki

}〉
untuk setiap i ∈ n̄. Jika untuk i ∈ n̄, terdapat ji ∈ n̄ sedemikian hingga

ci =

〈
min

1≤k≤n
{bk − āki} , min

1≤k≤n

{
b̄k − aki

}〉
=

〈
bji − ājii, b̄ji − ajii

〉
maka dapat dilanjutkan ke langkah 3, jika kondisi tersebut tidak terpenuhi,
maka sistem interval yang diberikan tidak strongly solvable.

(3) Dibandingkan nilai mink ̸=ji {bk − āki} dan b̄ji − ajii untuk i ∈ n̄. Jika

min
k ̸=ji

{bk − āki} ≥ b̄ji − ajii

i ∈ n̄, maka diperoleh solvable interval dari Sistem interval yang diberikan
adalah ajii untuk i, j ∈ n̄. Jika kondisi tersebut tidak terpenuhi, maka sistem
interval yang diberikan tidak strongly solvable.

(4) Diperiksa jika j1, j2, . . . , jn menunjukkan urutan 1, 2, . . . , nmaka sistem interval
yang diberikan strongly solvable. Jika kondisi tersebut tidak terpenuhi, maka
sistem interval yang diberikan tidak strongly solvable.

4. SOLUSI KUAT INTERVAL

Pada bagian ini akan dibahas tentang eksistensi dan ketunggalan solusi kuat in-
terval dari sebuah sistem interval persamaan linear max-plus. Terlebih dahulu diberikan
de�nisi solusi kuat interval dari Sistem (3.3).

4.1. Eksistensi Solusi Kuat Interval.

De�nisi 4.1. [5] Suatu vektor interval x ∈ I (Rn
max) disebut solusi kuat interval dari

Sistem (3.3) jika

(1) (∀x ∈ x)(∃A ∈ A)(∃b ∈ b)(A⊗ x = b)
(2) (∀A ∈ A)(∀b ∈ b)(∃x ∈ x)(A⊗ x = b).

Teorema 4.2. [5] Jika Sistem (3.3) strongly solvable, maka

x∗(A, b) =
〈
x∗(Ā, b), x∗(A, b̄)

〉
=

{
x∗(A, b) ∈ Rn

max | x∗(Ā, b) ≤ x∗(A, b) ≤ x∗(A, b̄)
} (4.1)

adalah solusi kuat interval dari Sistem (3.3).
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Bukti. Diberikan himpunan vektor X = {x∗(A, b) ∈ Rn
max | A ∈ A, b ∈ b} dengan

x∗(A, b) merupakan subpenyelesaian terbesar dari subsistem A ⊗ x = b di Sistem
(3.3). Dapat ditunjukkan bahwa X merupakan himpunan solusi kuat interval dari
Sistem (3.3). Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa X = x∗(A,b). Pertama-tama
akan ditunjukkan X ⊆ x∗(A,b). Diambil sebarang x∗(A, b) ∈ X. Berdasarkan
Persamaan (2.1), untuk setiap A ∈ A, b ∈ b berlaku x∗(A, b) =

(
x∗
j (A, b)

)
dengan

x∗
j (A, b) = min1≤k≤n {bk − akj} , j ∈ n̄. Oleh karena itu, untuk setiap k, j ∈ n̄ berlaku

bk − ākj ≤ bk − akj ≤ b̄k − akj . Oleh karena itu, diperoleh

min
1≤k≤n

{bk − ākj} ≤ min
1≤k≤n

{bk − akj} ≤ min
1≤k≤n

{
b̄k − akj

}
⇔ x∗

j (Ā, b) ≤ x∗
j (A, b) ≤ x∗

j (A, b̄), j ∈ n̄

⇔ x∗(Ā, b) ≤ x∗(A, b) ≤ x∗(A, b̄).

Jadi, diperoleh x∗(A, b) ∈ x∗(A, b) sehingga X ⊆ x∗(A, b).

Selanjutnya, akan ditunjukkan x∗(A, b) ⊆ X. Diambil sebarang vektor
α = (αj) ∈ x∗(A, b) sehingga

∃A = (aij) ∈ A,∃b = (bi) ∈ b dengan i, j ∈ n̄ (4.2)

sedemikian hingga α = x∗(A, b) ∈ x∗(A, b). Karena Sistem (3.3) strongly solvable,
maka berdasarkan Akibat 3.14 diperoleh bahwa setiap baris dari matriks interval A
setidaknya memiliki satu solvable interval. Artinya, untuk setiap i ∈ n̄ terdapat ji ∈ n̄
sehingga aiji =

〈
aiji , āiji

〉
adalah solvable interval dari Sistem (3.3). Lebih lanjut,

berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa aiji merupakan solvable entry di subsistem
extremal dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.5). Diberikan pemetaan

π : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}
π(i) := ji

sehingga dengan menggunakan pemetaan tersebut diperoleh a1π(1),a2π(2), . . . ,anπ(n)

merupakan solvable interval dari Sistem (3.3).

Selanjutnya, akan ditentukan matriks A dan vektor b pada Persamaan (4.2) agar
α ∈ X. Andaikan terdapat i ∈ n̄ sedemikian hingga untuk setiap bi ∈

〈
bi, b̄i

〉
berlaku

bi − απ(i) < aiπ(i) atau bi − απ(i) > āiπ(i)

dengan απ(i) ∈
〈
x∗
π(i)(Ā, b), x∗

π(i)(A, b̄)
〉
. Akibatnya, diperoleh

bi − απ(i) ≤ bi − απ(i) < aiπ(i) atau b̄i − απ(i) ≥ bi − απ(i) > āiπ(i)

sehingga

a < aiπ(i) atau a > āiπ(i), untuk a ∈
〈
bi − απ(i), b̄i − απ(i)

〉
.

Jika b̄i − απ(i) < aiπ(i), maka dengan mengingat απ(i) ∈
〈
x∗
π(i)(Ā, b), x∗

π(i)(A, b̄)
〉

diperoleh

b̄i − aiπ(i) < απ(i) ≤ x∗
π(i)(A, b̄) = min

1≤k≤n

{
b̄k − akπ(i)

}
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sehingga

b̄i − aiπ(i) < min
1≤k≤n

{
b̄k − akπ(i)

}
atau b̄i − aiji < min

1≤k≤n

{
b̄k − akji

}
(4.3)

Berdasarkan Persamaan (4.3) dapat disimpulakan bahwa entri aiji bukan solvable
entry di subsistem extremal dari Sistem interval yang berbentuk seperti (3.5). Hal ini
kontradiksi dengan pernyataan aiji solvable entry di subsistem extremal dari Sistem
interval yang berbentuk seperti (3.5).

Selanjutnya, jika bi − απ(i) > āiπ(i), maka dengan mengingat

απ(i) ∈
〈
x∗
π(i)(Ā, b), x∗

π(i)(A, b̄)
〉
diperoleh

min
1≤k≤n

{
bk − ākπ(i)

}
= x∗

π(i)(Ā, b) ≤ απ(i) < bi − āiπ(i)

sehingga
min

1≤k≤n

{
bk − ākπ(i)

}
< bi − āiπ(i) (4.4)

Karena aiπ(i) merupakan solvable interval, maka berdasarkan De�nisi 3.10 berlaku

min
k ̸=i

{
bk − ākπ(i)

}
≥ b̄i − aiπ(i)

Oleh karena itu, diperoleh

min
1≤k≤n

{
bk − ākπ(i)

}
= min

{
min
k ̸=i

{
bk − ākπ(i)

}
, bi − āiπ(i)

}
≥ min

{
b̄i − aiπ(i), bi − āiπ(i)

}
= bi − āiπ(i)

sehingga
min

1≤k≤n

{
bk − ākπ(i)

}
≥ bi − āiπ(i). (4.5)

Diperhatikan Persamaan (4.4) dan (4.5) saling kontradiksi. Jadi, untuk setiap
i ∈ n̄, terdapat bi ∈

〈
bi, b̄i

〉
sedemikian hingga aiπ(i) ≤ bi − απ(i) ≤ āiπ(i). Selanjutnya,

diberikan subsistem
A⊗ x = b (4.6)

dengan vektor b = (bi) dan matriks A = (aij) dide�nisikan sebagai berikut :{
aij = bi − αj , j = π(i)

aij ∈ aij , j ̸= π(i)

Karena Sistem (3.3) strongly solvable, maka berdasarkan Akibat 3.14 diperoleh bahwa
setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu solvable interval. Artinya,
untuk setiap i ∈ n̄ terdapat j ∈ n̄ sehingga aij =

〈
aij , āij

〉
adalah solvable interval

dari Sistem (3.3). Oleh karena itu, dapat dipilih solvable interval yang terletak pada
kolom ke- j dari matriks intervalA adalah ai0j . Jadi, diperoleh ai0j merupakan solvable
entry dari Subsistem (4.6) sehingga untuk j ∈ n̄ diperoleh subpenyelesaian terbesar dari
Subsistem (4.6) yaitu

x∗
j (A, b) = min

1≤k≤n
{bk − akj} = bi0 − ai0j = bi0 − (bi0 − αj) = αj . (4.7)
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Berdasarkan Persamaan (4.7) diperoleh bahwa αj = x∗
j (A, b) untuk j ∈ n̄ artinya

α = x∗(A, b) sehingga αmerupakan subpenyelesaian terbesar dari Subsistem (4.6). Oleh
karena itu, α ∈ X. Akibatnya, diperoleh x∗(A,b) ⊆ X. Dengan demikian, diperoleh
x∗(A,b) = X merupakan solusi kuat interval dari Sistem (3.3). □

Akibat 4.3. [5] Sistem (3.3) memiliki suatu solusi kuat interval jika dan hanya jika
sistem interval tersebut strongly solvable

Bukti. (⇒)Diketahui Sistem (3.3) memiliki suatu solusi kuat interval, sehingga berdasarkan
De�nisi 3.8 diperoleh bahwa Sistem (3.3) strongly solvable.

(⇐) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable, maka berdasarkan Teorema 4.2
diperoleh bahwa x∗(A,b) =

〈
x∗(Ā, b), x∗(A, b̄)

〉
adalah solusi kuat interval dari Sistem (3.3).

Dengan demikian, terbukti bahwa Sistem (3.3) memiliki suatu solusi kuat interval. □

4.2. Ketunggalan Solusi Kuat Interval.

Lemma 4.4. [7] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
jika penyelesaian dari setiap subsistemnya tunggal.

Bukti. (⇒) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal sehingga
berdasarkan De�nisi 4.1 diperoleh bahwa Sistem interval 3.3 strongly solvable. Oleh
karena itu, diperoleh semua subsistem dari Sistem interval (3.3) memiliki penyelesa-
ian. Akan ditunjukkan penyelesaian dari setiap subsistem dari Sistem interval (3.3)
tunggal. Andaikan penyelesaian dari setiap subsistemnya tidak tunggal sehingga dapat
dimisalkan terdapat subsistem A ⊗ x = b dengan A ∈ A dan b ∈ b yang setidaknya
memiliki dua penyelesaian. Dinamakan dua penyelesaian tersebut dengan y dan z den-
gan y ̸= z. Akibatnya, dengan mengingat subsistem A⊗x = b setidaknya memiliki dua
penyelesaian sehingga berdasarkan De�nisi 4.1 diperoleh bahwa y dan penyelesaian dari
subsistem yang lain membentuk solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Demikian
pula untuk z dan penyelesaian dari subsistem yang lain membentuk solusi kuat inter-
val dari Sistem interval (3.3). Akibatnya, solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3)
tidak tunggal. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui. Jadi, penyelesaian dari setiap
subsistem dari Sistem interval (3.3) tunggal.

(⇐) Diketahui penyelesaian dari setiap subsistem dari Sistem interval (3.3) tung-
gal sehingga penyelesaian dari semua subsistem tersebut membentuk solusi kuat interval
x dari Sistem interval (3.3). Andaikan terdapat y solusi kuat interval yang lain dari
Sistem interval (3.3) dengan y ̸= x, sehingga terdapat x0 ∈ x dan x0 /∈ y atau terdapat
y0 ∈ y dan y0 /∈ x.

Jika x0 ∈ x dan x0 /∈ y, maka berdasarkan De�nisi 4.1 diperoleh bahwa untuk
x0 ∈ x, terdapat A0 ∈ A dan terdapat b0 ∈ b sedemikian hingga berlaku A0 ⊗ x0 = b0.
Berdasarkan yang diketahui diperoleh bahwa penyelesaian dari A0⊗x = b0 yang tunggal
sehingga tidak ada x ∈ y yang menyebabkan A0 ⊗ x = b0 untuk A0 ∈ A dan b0 ∈ b.
Akibatnya, y bukan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Hal ini kontradiksi
dengan pengandaian. Demikian pula, jika terdapat y0 ∈ y dan y0 /∈ x, maka x bukan
solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui.
Jadi, Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. □
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Lemma 4.5. [5] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
jika setiap solvable interval aij =

〈
aij , āij

〉
memenuhi

min
k ̸=i

{bk − ākj} > b̄i − aij (4.8)

untuk setiap i, j, k ∈ n̄.

Bukti. (⇒) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. Andaikan
terdapat solvable interval dari Sistem interval (3.3) yaitu aij =

〈
aij , āij

〉
untuk suatu

i, j ∈ n̄ sehingga berdasarkan De�nisi 3.10 berlaku

min
k ̸=i

{bk − ākj} ≥ b̄i − aij (4.9)

untuk suatu i, k, j ∈ n̄. Berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa aij merupakan solvable

entry dari kolom ke- j matriks A(i) di Subsistem extremal (3.5). Jika terdapat m ∈ n̄
dengan m ̸= i sedemikian hingga bm − āmj = b̄i − aij , maka berdasarkan Persamaan
4.9 diperoleh

min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{
bk − ākj , b̄i − aij

}}
= b̄i − aij = bm − āmj

Oleh karena itu, āmj juga merupakan solvable entry dari kolom ke- j di Subsistem

extremal (3.5). Dengan demikian, terdapat kolom ke- j matriks A(i) di Subsistem
extremal (3.5) yang memiliki solvable entry yang tidak tunggal yaitu entri aij dan āmj

untuk suatu i, j,m ∈ n̄. Akibatnya, diperoleh solusi dari Subsistem extremal (3.5) tidak
tunggal. Akibatnya, berdasarkan Lema 4.4 diperoleh solusi kuat interval dari Sistem
interval (3.3) tidak tunggal. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui. Jadi, setiap
solvable interval aij =

〈
aij , āij

〉
memenuhi

min
k ̸=i

{bk − ākj} > b̄i − aij (4.10)

(⇐) Diketahui Sistem interval (3.3) strongly solvable, sehingga berdasarkan Teo-
rema 3.15 diperoleh setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval yang
tunggal. Dengan mengingat Lema 3.11 bahwa setiap kolom dari matriks interval A
memiliki paling banyak satu solvable interval sehingga solvable interval dari Sistem
interval (3.3) terletak pada kolom-kolom yang berbeda. Dinamakan solvable interval
tersebut dengan

〈
a1j1 , ā1j1

〉
,
〈
a2j2 , ā2j2

〉
, . . . ,

〈
anjn , ānjn

〉
dengan j1, j2, . . . , jn menun-

jukkan urutan 1, 2, . . . , n. Lebih lanjut, berdasarkan Akibat 3.13 diperoleh untuk setiap
subsistem A ⊗ x = b dari Sistem interval (3.3), entri aiji dari A merupakan solvable
entry untuk i ∈ n̄. Jadi berlaku

min
1≤k≤n

{bk − akji} = bi − aiji

sehingga diperoleh

min
k ̸=i

{bk − akji} ≥ bi − aiji

Lebih lanjut, diperoleh

min
k ̸=i

{bk − akji} ≥ min
k ̸=i

{bk − ākji} > b̄i − aiji ≥ bi − aiji
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Oleh karena itu, diperoleh

min
k ̸=i

{bk − akji} > bi − aiji (4.11)

Jadi dari Persamaan (4.11) diperoleh bahwa

min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{bk − akji} , bi − aiji

}
= bi − aiji

sehingga diperoleh aiji merupakan solvable entry yang tunggal dan terletak pada kolom
ke- ji dari matriks A, untuk i ∈ n̄. Dengan demikian, setiap kolom dari matriks A
memiliki solvable entry yang tunggal. Karena Sistem interval (3.3) strongly solvable,
maka setiap subsistem A⊗x = b dari Sistem interval (3.3) memiliki penyelesaian. Oleh
karena itu, diperoleh bahwa penyelesaian dari semua subsistem A ⊗ x = b dari Sistem
interval (3.3) tunggal. Dengan menggunakan Lema 4.4 diperoleh solusi kuat interval
dari Sistem interval (3.3) tunggal. □

Teorema 4.6. [5] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
jika untuk setiap i ∈ n̄, penyelesaian dari Subsistem extremal (3.5) tunggal.

Bukti. (⇒) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal sehingga
berdasarkan Lema 4.4 diperoleh penyelesaian setiap subsistem dari Sistem interval (3.3)
tunggal. Mengingat Subsistem extremal (3.5) merupakan jenis khusus dari subsistem
di Sistem interval (3.3). Oleh karena itu, diperoleh untuk setiap i ∈ n̄, penyelesaian
dari Subsistem extremal (3.5) tunggal.

(⇐) Akan ditunjukkan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal.
Andaikan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tidak tunggal. Berdasarkan
Lema (4.5) terdapat solvable interval dari Sistem interval (3.3) yaitu aij =

〈
aij , āij

〉
untuk suatu i, j ∈ n̄ sehingga berdasarkan De�nisi 3.10 berlaku

min
k ̸=i

{bk − ākj} ≥ b̄i − aij (4.12)

untuk suatu i, k, j ∈ n̄. Berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa aij merupakan solvable

entry dari kolom ke- j matriks A(i) di Subsistem extremal (3.5). Jika terdapat l ∈ n̄
dengan l ̸= i sedemikian hingga bl− ālj = b̄i−aij , maka berdasarkan Persamaan (4.12)
diperoleh

min
1≤k≤n

{
min
k ̸=i

{
bk − ākj , b̄i − aij

}}
= b̄i − aij = bl − ālj

Oleh karena itu, ālj juga merupakan solvable entry dari kolom ke- j di Subsistem ex-

tremal (3.5). Dengan demikian, terdapat kolom ke- j matriks A(i) di Subsistem ex-
tremal (3.5) yang memiliki solvable entry yang tidak tunggal yaitu entri aij dan āmj

untuk suatu i, j,m ∈ n̄. Karena penyelesaian dari Subsistem extremal tunggal, se-
hingga diperoleh bahwa untuk setiap kolom dari matriks A(i) memiliki solvable entry
yang tunggal. Hal ini kontradiksi dengan pengandaian yang menyatakan bahwa terda-
pat kolom ke- j matriks A(i) di Subsistem extremal (3.5) yang memiliki solvable entry
yang tidak tunggal yaitu entri aij dan āmj untuk suatu i, j,m ∈ n̄. Jadi, solusi kuat
interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. □
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Berdasarkan Teorema 4.6, ketunggalan solusi kuat interval dari suatu sistem in-
terval dengan n persamaan dapat diperiksa dari n subsistem extremal dari jumlah
subsistem yang tak terhitung banyaknya. Hasil ini dapat menginspirasi penyusunan al-
goritma 2 untuk memeriksa ketunggalan solusi kuat interval dari suatu sistem interval.
Berikut ini langkah-langkah algoritma tersebut.

Algoritma 2 Diberikan Sistem interval (3.3) dengan

A =


⟨a11, ā11⟩ ⟨a12, ā12⟩ . . . ⟨a1n, ā1n⟩
⟨a21, ā21⟩ ⟨a22, ā22⟩ . . . ⟨a2n, ā2n⟩

...
...

...
⟨am1, ām1⟩ ⟨am2, ām2⟩ . . . ⟨amn, āmn⟩

 , b =


〈
b1, b̄1

〉〈
b2, b̄2

〉
...〈

bn, b̄n
〉
 (4.13)

(1) Untuk subsistem extremal A(1)x = b(1), dicari solvable entry pada kolom per-
tama dari A(1)

• Dihitung ρ
(1)
1 = min

{
b
(1)
1 − a

(1)
11 , b

(1)
2 − a

(1)
21 , . . . , b

(1)
n − a

(1)
n1

}
• Dicari entri a

(1)
i1 sedemikian hingga b

(1)
i − a

(1)
i1 = ρ

(1)
1 dengan 1 ≤ i ≤ n.

Jika entri a
(1)
i1 tunggal, maka lanjut ke langkah selanjutnya. Jika tidak

memenuhi kondisi tersebut, maka subsistem extremal A(1) ⊗ x = b(1) tidak
memiliki penyelesaian tunggal.

(2) Demikian pula, dicari solvable entry pada setiap kolom dari A(1) yaitu untuk
setiap k ∈ n̄

• Dihitung ρ
(1)
k = min

{
b
(1)
1 − a

(1)
1k , b

(1)
2 − a

(1)
2k , . . . , b

(1)
n − a

(1)
nk

}
• Dicari entri a

(1)
ik sedemikian hingga b

(1)
i − a

(1)
ik = ρ

(1)
k dengan 1 ≤ i ≤ n.

Jika entri a
(1)
ik tunggal untuk setiap k ∈ n̄, maka selanjutnya dimisalkan

S1 =
{
a
(1)
i11

, a
(1)
i22

, . . . , a
(1)
inn

,
}
dengan a

(1)
ill

(1 ≤ l ≤ n) merupakan solvable entry

tunggal yang terletak pada kolom ke-l dari matriks A(1). Jika tidak memenuhi
kondisi tersebut, maka subsistem extremal A(1)x = b(1) tidak memiliki penye-
lesaian tunggal.

(3) Diperiksa apakah i1, i2, . . . , in adalah suatu urutan dari 1, 2, . . . , n. Jika kondisi
tersebut terpenuhi, maka subsistem extremal A(1)x = b(1) memiliki penyelesaian
tunggal.

(4) Demikian pula, diperiksa setiap subsistem extremal yang diberikan pada 4.13
memiliki penyelesaian yang tunggal dengan mengulang langkah 1 sampai dengan
3. Jika kondisi tersebut terpenuhi, maka diperoleh vektor interval 4.13 adalah
solusi kuat interval tunggal dari Sistem interval 4.13.
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5. PENUTUP

Beberapa kesimpulan yang diperoleh:

(1) Kriteria dari eksistensi solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear
Max-plus adalah suatu sistem interval memiliki suatu solusi kuat interval jika
dan hanya jika sistem tersebut strongly solvable.

(2) Kriteria ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear
Max-plus adalah suatu sistem interval memiliki suatu solusi kuat interval yang
tunggal jika dan hanya jika setiap subsistem extremalnya dengan tepat satu
persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian yang tunggal.

(3) Pembuktian dari eksistensi solusi kuat interval dari sistem interval persamaan
linear Max-plus bersifat konstruktif dan menghasilkan rumus untuk menghitung
solusi kuat interval

(4) Kriteria ketunggalan solusi kuat interval menghasilkan algoritma yang dapat
memveri�kasi ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan
linear max-plus.

(5) Salah satu masalah yang melekat pada sistem kontrol adalah merancang in-
put sehingga keluarannya dapat memenuhi persyaratan yang telah ditentukan
sebelumnya. Pada sistem kontrol Max-plus yang tidak pasti dengan param-
eternya berbentuk interval, maka solusi kuat interval dapat diterapkan untuk
menentukan kisaran input sedemikian rupa sistem dapat menghasilkan keluaran
pada periode waktu tertentu.
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