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SOLUSI KUAT INTERVAL DARI SISTEM INTERVAL
PERSAMAAN LINEAR MAX-PLUS

(INTERVAL STRONG SOLUTIONS OF INTERVAL
SYSTEMS OF MAX-PLUS LINEAR EQUATIONS)

FATHIN AZKIYA*, ARI SUPARWANTO

Abstract. Let R be the set of all real numbers and R. = RU {e} whose ¢ = {—o0}.
Max-plus algebra is the set R, that is equipped two operations maximum and addition.
Max-plus algebra can be expanded to interval max-plus algebra, it is the set of closed
intervals in R. that is equipped with the operation maximum as @ and the operation
addition as ®. This study aims to discuss the existence and uniqueness of interval strong
solutions of interval systems of interval max-plus linear equations. The proof of the exis-
tence of interval strong solutions is constructive and generates a formula for computing
such solutions. A necessary and sufficient condition for the uniqueness of interval strong
solutions is obtained by testing the uniqueness of the solution of a finite number of sub-
systems from all of its subsystems. From these conditions, an algorithm can be obtained
that can verify the uniqueness of interval strong solutions of interval systems of max-plus
linear equation.

Keywords: Max-plus linear equation, interval system, strong solvable, interval strong

solution.

Abstrak. Abstrak. Misalkan R adalah himpunan semua bilangan real dan R, = RU {e}
dengan ¢ = {—oo}. Aljabar maks-plus adalah himpunan R. yang dilengkapi dua op-
erasi maksimum dan penjumlahan. Aljabar max-plus dapat diperluas menjadi aljabar
max-plus interval, yaitu himpunan yang anggotanya merupakan interval-interval tertutup
dalam R. yang dilengkapi dengan operasi maksimum @ dan operasi penjumlahan ®.
Penelitian ini bertujuan untuk membahas eksistensi dan ketunggalan dari solusi kuat
interval dari sistem interval persamaan linear dalam aljabar max-plus interval. Pembuk-
tian dari eksistensi solusi kuat interval bersifat konstruktif dan menghasilkan rumus untuk
menghitung solusi tersebut. Syarat perlu dan cukup dari ketunggalan solusi kuat inter-
val diperoleh dengan menguji ketunggalan penyelesaian dari sejumlah subsistem terbatas
dari semua subsistemnya. Dari syarat tersebut diperoleh algoritma yang dapat memver-
ifikasi ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear max-plus.

Kata-kata kunci: persamaan linear max-plus, sistem interval, strong solvable, solusi kuat

interval.



2 AZKIYA, SUPARWANTO

1. PENDAHULUAN

Pada masalah pemodelan dan analisa suatu jaringan, terkadang waktu aktifitas-
nya tidak diketahui dengan pasti. Hal ini terjadi disebabkan jaringan masih pada tahap
perancangan atau data-data mengenai waktu aktifitas belum diketahui secara pasti.
Ketidakpastian waktu aktifitas jaringan ini dapat dimodelkan dalam suatu interval ter-
tutup dalam aljabar max-plus, yang selanjutnya disebut waktu aktifitas interval.

Aljabar max-plus dapat digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara
aljabar masalah-masalah jaringan, seperti penjadwal penerbangan pesawat di suatu
bandara, penjadwalan jaringan kereta dan kestabilan, lebih detailnya dapat dilihat
pada [1] dan [4]. Pemodelan jaringan dengan pendekatan aljabar max-plus biasanya
merupakan sistem persamaan linear max plus dan dapat dituliskan sebagai persamaan
matriks A ® x = b dengan x dan b masing-masing adalah vektor input dan vektor
output.

Konsep aljabar max-plus interval merupakan perluasan konsep aljabar max-plus.
Konsep tersebut digunakan untuk menganalisis masalah pemodelan dengan waktu akti-
fitas interval, dengan elemen-elemennya berupa interval tertutup dalam aljabar maxplus
yang dilengkapi dengan operasi & dan operasi ®. Sistem interval persamaan linear max-
plus dituliskan sebagai persamaan A®x = b dengan A, z, dan b masing-masing adalah
matriks interval, vektor input dan vektor interval output, lebih detailnya dapat dilihat
pada [2].

Terdapat beberapa tipe penyelesaian dari sistem interval AQx = b. Salah satunya
dijelaskan dalam [2] yaitu tipe penyelesaian sistem interval yang strongly solvable. Se-
jalan dengan penelitian tersebut, pada tulisan ini akan dibahas mengenai konsep solusi
kuat interval yang dapat menjadi penyelesaian terbatas berbentuk interval dari sistem
interval yang strongly solvable sebagaimana yang terdapat pada [5]. Pada penelitian
ini, akan ditentukan syarat perlu dan cukup dari eksistensi dari solusi kuat interval dari
sistem interval AQx = b dan memberikan rumus untuk menghitung solusi tersebut.

Selain itu juga diberikan pembahasan mengenai pelemahan syarat perlu dari
ketunggalan solusi kuat interval A®x = b serta mengembangkan algoritma untuk
memeriksa ketunggalannya.

2. ALJABAR MAX-PLUS

Pada bagian ini dibahas konsep dasar aljabar max-plus dan sistem persamaan lin-
ear max-plus A®z = b. Pembahasan selengkapnya dapat dilihat pada [1],[4],[5] dan [7].
2.1. Operasi Dasar atas Aljabar Max-Plus.

Diberikan R, = R U {¢} himpunan semua bilangan real dan ¢ = {—occ0}. Pada R,
didefinisikan operasi berikut: untuk setiap a,b € R.,

a®b=max{a,b} dana®b=a+b

Dapat ditunjukkan bahwa (R.,®,®) merupakan semifield komutatif idempoten
dengan elemen netral ¢ = —oco dan elemen satuan e = 0. Kemudian (R., ®,®) disebut
aljabar max-plus, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan Ry ,x. Relasi < pada Ry ax
didefinisikan dengan x < y < x @ y = y merupakan urutan parsial pada Ry -
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2.2. Operasi Aljabar Matriks atas Aljabar Max-Plus.

Didefinisikan R X" sebagai himpunan semua matriks berukuran m x n yang en-
trientrinya di dalam Ry,.x. Untuk n € N dengan n # 0, didefinisikan 7 := {1,2,...,n}.
Entri matriks A € R2X" baris ke- ¢ kolom ke- j dinotasikan dengan a;; atau [A];; untuk

setiap ¢ € m dan j € n.
Definisi 2.1. [4]
(1) Untuk A, B € RP X" didefinisikan A ® B € R X" dengan

max max

[A &) B]ij =a;; D bij = max {aij7 bij}

untuk setiap i € m dan j € n.
2) Untuk A € RMXP. B e RPX" didefinisikan A @ B € R™*"™ dengan
(2) g

max max max

p
A@ Blij = P an ® by = .
[A® Bli; g_?ak@ kj I]rclg;({ak"' ki }
untuk setiap i € m dan j € n.
(3) Untuk o € Rpax dan A € RTX™ didefinisikan o @ A dengan

max

[CM@A]U =a® a;

untuk setiap © € m dan j € n.
(4) Matriks nol atas Ryax dinotasikan dengan € € RX" didefinisikan sebagai ma-
triks dengan [€);; = €, untuk setiap i € m dan j € n sedemikian sehingga untuk
setiap A € RX™ memenuhi AGE=A=E@A.

(5) Matriks identitas dalam aljabar maz-plus dituliskan dengan E € R}X7 adalah
matriks dengan

& 1F]
nxn

untuk setiap i,j € n. Lebih lanjut, untuk setiap matriks A € RX7" memenuhi
AR E=A=FE®A.

Dapat ditunjukkan bahwa (RI?X™ @, ®) merupakan semifield komutatif idem-
poten. Relasi < yang didefinisikan pada R?X"™ dengan

ASB@A@BZB@CLU@I)U:bij<:>aijSbij,ViGmdanjEﬁ

mXxXn

merupakan urutan parsial pada R

2.3. Sistem Persamaan Linear Max-Plus.
Diberikan A € R?X™ dan z,b € R”__ . Penyelesain sistem A ® x = b adalah himpunan

max max-
semua vektor z € R . sedemikian hingga A ® z = b.
Definisi 2.2. [1] Vektor & € R, disebut subpenyelesaian dari sistem A Q@ x = b jika

max
memenuhi pertidaksamaan A Q@ & < b.
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Lemma 2.3. [5] Diberikan sistem A®@ x =b. Jika

vj(Ab) = min {by —ar;},j €7, (2.1)
maka z*(A,b) = (a:;(A, b)) € RN, merupakan subpenyelesaian terbesar dari sistem
A®x=h.
Lemma 2.4. [5] Sistem A®x = b memiliki penyelesaian jika dan hanya jika subpenye-

lesaian terbesar x*(A,b) merupakan penyelesaiannya.

Selanjutnya, diberikan definisi solvable entry yang didapatkan dari konsep sub-
penyelesaian terbesar.

Definisi 2.5. [5] Entri a;; dari A disebut solvable entry dari sistem A @ x = b jika

Din {bk — ak;} = bi —aij (2.2)

Selanjutnya, diberikan lemma yang membahas eksistensi dan ketunggalan penye-
lesaian sistem A ®@ x = b.

Lemma 2.6. [7] Sistem A ® x = b memiliki penyelesaian jika dan hanya jika setiap
baris dari matriks A memiliki setidaknya satu solvable entry.

Lemma 2.7. [7] Diberikan sistem A®x = b yang memiliki penyelesaian. Penyelesaian
sistem A ® x = b tunggal jika dan hanya jika setiap baris dari matriks A memiliki
solvable entry yang tunggal.

3. ALJABAR MAX-PLUS INTERVAL

Pada bagian ini membahas konsep dasar aljabar max-plus interval, teknik peng-
operasian matriks atas aljabar max-plus interval dan sistem interval persamaan linear
max-plus. Pembahasan lebih lengkap dapat dilihat pada [2], [6], [5] dan [7].

3.1. Operasi Dasar atas Aljabar Max-Plus Interval.

Sebelum membahas konsep aljabar max-plus interval, terlebih dahulu diberikan
definisi interval tertutup dalam aljabar max-plus.

Definisi 3.1. [7] Interval tertutup a dalam Ryax adalah suatu himpunan bagian dari
Rnax yang berbentuk

a=(a,a) ={a€Ryax | a <a<a},
dengan a,a € Ryax adalah batas bawah dan batas atas dari interval a.

Interval a dalam R,,., yang didefinisikan pada Definisi 3.1 disebut interval max-
plus, yang selanjutnya cukup disebut interval. Selanjutnya, didefinisikan himpunan
semua interval dalam R, sebagai berikut :

T (Rpax) :={a={(a,a) |ag,a e Re <a<a}U{(ee)}.

Definisi 3.2. [7] Diberikan Z (Rpax) himpunan semua interval dalam aljabar maz-plus.
Pada T (Rpyax) didefinisikan operasi berikut:

a®b:= (a®b,a®b) dan a®b = (a@b,a ® b)
untuk setiap a = (a,a), b= (b,b) € Z (Ruax)
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Lemma 3.3. [6] Misalkan a = (a,a),b = (b,b) € T (Ryax) sedemikian hingga berlaku

(1) a®b:={a®b|a€a,beb}.
(2) a®b:={a®b|aca,becb}.

Bukti. Diambil sebarang interval @ = (a,a),b = (b,0) € T (Ryax)-

(1) Diambil sebarang c € {a ® b | a € a,b € b} sehingga terdapat « € a dan b € b
sedemikian hingga ¢ = a®b. Karenaag <a <adanb <b < I_)sehingga diperoleh
max{a,b} < max{a,b} < max{a,b}. Jadi, diperoleh a ®b < a®b < a® b.
Akibatnya, ¢ € {(a @ b,a @ b) sehingga {a ®b | a € a,b € b} C adb. Diambil
sebarang d € a®b sehingga a @b < d < a®b.

e Jikna®b=adana®b=a maka b < a < d < @ Oleh karena itu,
diperoleh d = d @ b dengan d € a,b € b.

e Jikna®b=qagdanad®b = B, maka b < @ < d < b. Oleh karena itu,
diperoleh d = a @ d dengan a € a,d € b.

e Jikna®b=bdana®b=a, maka a < b < d < a. Oleh karena itu,
diperoleh d = d & b dengan d € a,b € b.

e Jikna®b=0bdana®b=> maka a < b < d < b. Oleh karena itu,
diperoleh d = a ¢ d dengan a € a,d € b.

Jadi, diperoleh d € {a® b | a € a,b € b}. Akibatnya, a®b C {a ®b | a €

a,b € b}. Dengan demikian, diperoleh adb ={a®b|a € a,b € b}.

(2) Diambil sebarang z € {a ® b | a € a,b € b} sehingga terdapat a € a dan
b € b sedemikian hingga z = a® b. Karenag <a <adanb<b< b sehingga
a®b < a®b < a®b. Jadi, z € (a®b, a®b) sehingga {a®b | a € a,b € b} C a®b.
Diambil sebarang d € a®b sehingga a ® b < d < @ ® b. Andaikan skalar
d¢{a®b|aca,be b} sehingga d # a ®b untuk suatu a € a dan b € b. Oleh
karena itu, d < a® b atau d > a ® b. Karena a < a < a dan b < b < b sehingga
diperoleh a®b<a®b<a® b. Dengan demikian, diperoleh

d<a@b<a®bataud>a®b>a®b
sehingga
d<a®bataud>a®Db. (3.1)

Persamaan (3.1) kontradiksi dengan yang diketahui. Dengan demikian, skalar
de{a®b|aca,bec b} sehingga a®b C {a®b|a € a,b € b}. Jadi, diperoleh
a®@b={a®b|ac€a,bc b}

O
3.2. Matriks Interval atas Aljabar Max-Plus Interval.
Didefinisikan Z (R2%") := {A = (a4j) : a;j € Z (Rmax), untuk ¢ € m,j € n}. Ma-

max

triks anggota Z (R ™) disebut matriks interval max-plus. Selanjutnya, matriks interval

max-plus cukup disebut dengan matriks interval. Matriks interval A € Z (RX™) dapat
ditulis sebagai
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ai; a2 - Qg (ay1,a11) (a19,G12) ...  {Qy,,0G1n)
A a1 Q2 - QA (@91, a21) (@g9,22) -+ (Qoy,G2n)
Am1 Ap2 - Amnp <Qm17 am1> <Qm27 am2> ce <an7 amn>

(3.2)

dengan a;; € T (Rmax ). Selanjutnya, diberikan definisi matriks batas bawah dan ma-
triks batas atas matriks interval.

Definisi 3.4. [5]|Diberikan A = (a;;) € T (Rj5") dengan a;; = (a;;,ai;). Selanjutnya,
didefinisikan matriks A = (Qij) € RmXn dan A = (a;;) € R™X", yang berturut-turut
disebut matriks batas bawah dan matriks batas atas matriks interval A. Lebih lanjut,
matriks interval A dapat dituliskan sebagai

A=(AA)={AcRI'|A<A<A}.

Definisi 3.5. [7]
(1) Untuk A, B € Z(RX") didefinisikan A®B € T (RX") dengan
[ADB];; = [A];;[Bli
untuk setiap i € m,j € n.
(2) Untuk a € T (Ryax) dan A € T (R7XP) didefinisikan a®A € R7X" dengan
[a®A];; = a®[A];
untuk setiap i € m,j € n
(3) Untuk A € Z(R'XP),B € I (REX™) didefinisikan AQB € I (R7xX") dengan

max max

Iz
[A2B]; = PlALix&( Bl
k=1
untuk setiap i € m,j € .

Lemma 3.6. [6] Diberikan matriks interval A = (A, A), B = (B,B) € I (Ruxn)
sedemikian hingga berlaku

(1) A9B:={A®B|Ac A Be€B}.

(2) A9 B:={A®B| A€ A,B¢c B}.

Bukti. Pembuktian analog dengan pembuktian Lema 3.3. (]
3.3. Sistem Interval Persamaan Linear Max-Plus.

Diberikan matriks interval A € Z (R2X"), vektor z € R
beZ(R],, ). Sistem interval

max

dan vektor interval

AQr =05 (3.3)
disebut sistem interval persamaan linear max-plus. Lebih lanjut, Sistem (3.3) terdiri
dari himpunan semua sistem persamaan linear max-plus yang berbentuk

ARz =0 (3.4)
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dengan A € A,x € R}, dan b € b. Kemudian, setiap sistem yang berbentuk seperti
Persamaan (3.4) disebut subsistem dari Sistem (3.3). Selanjutnya, diberikan definisi

mengenai salah satu jenis khusus subsistem dari Sistem (3.3).

Definisi 3.7. [5] Suatu subsistem dari Sistem (3.3) dikatakan extremal jika setiap per-
samaannya merupakan persamaan yang berbentuk (A®zx); = b; (persamaan bawah-atas)
atau (A ® x); = b; (persamaan atas-bawah) untuk setiap i € n.

Lebih lanjut, subsistem extremal dari Sistem (3.3) dengan hanya persamaan ke-
1 yang berbentuk persamaan bawah-atas dan yang lainnya berbentuk persamaan atas-
bawah dinotasikan dengan

AV @z =09 iecn (3.5)
dengan
ai a2 - Gip by
A ai—1,1 Qi—12 - Qi—1n . b4
A® — a; ay o ay, b = b;
Ai+1,1 @i41,2 0 Qi4ln le
dnl an e ann bn

Selanjutnya diberikan pembahasan mengenai tipe penyelesaian sistem interval
persamaan linear max-plus yang stongly solvable.

Definisi 3.8. [5] Sistem (3.3) dikatakan strongly solvable jika setiap subsistemnya
memiliki penyelesaian, yaitu (VA € A)(Vb € b) (3xr e RY,.) (A®x =1b).

Teorema 3.9. [2] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap subsistem
extremalnya dengan tepat satu persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian.

Bukti. (<) Diketahui setiap subsistem extremal dari Sistem (3.3) dengan tepat satu
persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian. Akan ditunjukkan Sistem (3.3) strongly
solvable. Andaikan terdapat subsistem dari Sistem (3.3) yang tidak memiliki penyele-
saian yaitu subsistem

A®xz=>bdengan A € R} " z. b e R} (3.6)

max ’ max

Berdasarkan pengandaian diperoleh subpenyelesaian terbesar x* (A, b) bukan penye-
lesaian dari Subsistem (3.6) sehingga A @ x*(A,b) # b. Oleh karena itu, terdapat i €

sedemikian hingga berlaku

P (ai; @ 25(A, b)) < b; (3.7)
j=1
Ekuivalen dengan terdapat ¢ € 7 sehingga berlaku maxi<;<p (aij —i—a:;?(A,b)) < b;.
Jadi, terdapat ¢ € 7 sehingga untuk setiap j € n berlaku a; +ac;(A, b) < b;. Berdasarkan
Lema 2.3, terdapat ¢ € n sehingga untuk setiap j € n berlaku

aij + 1211612” {bk} — akj} <b & 121161271 {bk — akj} < b; — ag. (3.8)
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Berdasarkan Persamaan (3.8) diperoleh bahwa baris ke- ¢ dari matriks A tidak

memiliki solvable entry sehingga
min {bk —ak;} = i {b — ax;} (3.9)

Selanjutnya, persamaan ke- 7 dari Subsistem (3.6) diganti dengan persamaan
bawahatas dan persamaan yang lainnya adalah persamaan atas-bawah sehingga diper-
oleh subsistem extremal yang baru dari Sistem (3.3) yaitu A’®x = b’. Karena subsistem
extremal A’ ® = b’ diperoleh dari Subsistem (3.6) sehingga berdasarkan Persamaan

(3.8) dan Persamaan (3.9) diperoleh subpenyelesaian terbesar dari subsistem ex-
tremal A’ ® x =’ adalah

i (AL Y) = 12}3271 {rlglérll {by, — ax;},b; —aij} ,Vjien

sehingga berdasarkan Persamaan (3.8) diperoleh

Qij + 1I§n1§2n {Iz?;lelzl {bk - C_ij} by — aij} <b;& Q4 + $;< (A/, b/) <b;

Oleh karena itu, subpenyelesaian terbesar z (A’,b") bukan penyelesaian dari sub-
sistem extremal A’®x = b'. Akibatnya, diperoleh bahwa subsistem extremal A’®@z = b’
tidak memiliki penyelesaian. Hal ini kontradiksi dengan setiap subsistem extremal dari
Sistem (3.3) dengan tepat satu persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian. Jadi,

Sistem (3.3) strongly solvable. O

Selanjutnya, diberikan definisi solvable interval dari sistem interval persamaan
linear max-plus.

Definisi 3.10. [5] Diberikan Sistem (3.3) dan matriks koefisien interval A yang berben-
tuk seperti persamaan (3.2). Entri interval a;; = (a;;,a;;) disebut solvable interval dari
Sistem (3.8) jika mingz; {b, — ax;} > b; — a;

R
i
Lemma 3.11. [7] Untuk sebarang Sistem (3.3) berlaku setiap kolom dari matriks in-
terval A memiliki paling banyak satu solvable interval.

Bukti. Diambil sebarang sistem interval
ARxr=>b (3.10)
dengan A € Z(R"x") x € R?.. dan b € Z(R”,, ). Akan ditunjukkan setiap

kolom dari matriks interri]/;)lc A memilﬁ;ixpaling banyak SHE:L?{I solvable interval. Andaikan
terdapat kolom ke- j dari matriks interval A di Sistem (3.10) memiliki dua solvable
interval yaitu <Qij,(lij> , <gmj,dmj> dengan i,j,m € n dan m # i. Karena <gij,dij>
solvable interval, maka berdasarkan Definisi 3.10 berlaku ming; {b;, — ax;} > b; — Q-
Oleh karena itu, diperoleh b,, — Gm; > b; — a;; > b; — ayj. Akibatnya, diperoleh
b,, — Gm; > b; — @5 Karena (a,,,;, Gm;) solvable interval, maka diperoleh

?;sin {by — @r;} > b — a,,;- Dengan cara yang sama, diperoleh b, — a@;; > b,, — Gm;-
m
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Akibatnya, terdapat kontradiksi. Jadi, setiap kolom dari matriks interval A memiliki
paling banyak satu solvable interval. O

Lemma 3.12. [5] Entri interval a;; adalah solvable interval dari Sistem (3.3) jika dan
hanya jika a;; merupakan solvable entry di subsistem extremal dari Sistem (8.3) yang
berbentuk seperti (3.5).

Bukti. Diketahui entri interval a;; adalah solvable interval dari Sistem (3.3), sehingga
berdasarkan Definisi 3.10 berlaku ming; {b, — ax;} > b; — a;;. Akibatnya, diperoleh

min <min{b, —ap;},b; —a.; > =b; —a,..
lgkfn{k;ﬁi {716 k]}’ 1 z]} 1 =g

Oleh karena itu, diperoleh bahwa entri a;; merupakan solvable entry di subsistem

extremal dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.5). O

Akibat 3.13. [5] Entri interval a;; merupakan solvable interval dari Sistem (3.8) jika
dan hanya jika untuk setiap subsistem dari Sistem (3.8) yang berbentuk seperti (3.4)
a;; merupakan solvable entry.

Bukti. (=) Diketahui entri interval a;; merupakan solvable interval dari Sistem (3.3),
sehingga diperolah ming; {b, — ar;} > b; — Q- Akan ditunjukkan untuk setiap sub-
sistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.4) a;; merupakan solvable entry.
Diambil sebarang subsistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk A ® x = b dengan A € A
dan b € b sehingga diperoleh

min {bx — ax;} > min {b —ax;} > bi —a;; > bi — ai

Oleh karena itu, diperoleh ming; {bx — ax;} > b; — a;;. Dengan demikian, diperoleh

12212” {bp —ar;} = {Ilggl {br, —ar;},b; — aij} =b; — a;;

Jadi, diperoleh bahwa entri a;; dari matriks A merupakan solvable entry di sub-
sistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.4).

(<) Diketahui untuk setiap subsistem dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti
3.4, a;; adalah solvable entry. Khususnya, untuk Subsistem (3.5), a,; adalah solvable
entry. Oleh karena itu, berdasarkan Lema 3.12 diperoleh a;; adalah solvable interval
dari Sistem (3.3). O

Akibat 3.14. [5] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap baris dari
matriks interval A memiliki setidaknya satu solvable interval.

Bukti. (=) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable, sehingga semua subsistemnya
memiliki penyelesaian. Akibatnya, untuk setiap ¢ € . Subsistem (3.5) memiliki penye-
lesaian. Oleh karena itu, diperoleh bahwa setiap baris dari matriks A®) memiliki seti-
daknya satu solvable entry. Lebih lanjut, setiap baris ke- ¢ dari matriks A®) memiliki
setidaknya satu solvable entry yaitu terdapat j; € 7 sedemikian hingga a,;, solvable
en try dari Subsistem (3.5). Oleh karena itu, berdasarkan Lema 3.12 diperoleh a;;,
adalah solvable interval pada baris ke- ¢ dari matriks interval A. Karena berlaku untuk
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setiap i € i, maka untuk setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu
solvable interval.

(<) Diketahui setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu solv-
able interval, sehingga diperoleh bahwa untuk setiap subsistem dari Sistem (3.3) yang
berbentuk seperti (3.4) berlaku setiap baris dari matriks A setidaknya memiliki satu
solvable entry. Oleh karena itu, diperoleh bahwa semua subsistem dari Sistem (3.3) yang
berbentuk seperti (3.4) memiliki penyelesaian. Dengan demikian, semua subsistem dari
Sistem (3.3) memiliki penyelesaian. Akibatnya, Sistem (3.3) strongly solvable. O

Teorema 3.15. [7] Sistem (3.3) strongly solvable jika dan hanya jika setiap baris dari
matriks interval A memiliki solvable interval yang tunggal.

Bukti. (=) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable sehingga berdasarkan Akibat 3.14
diperoleh bahwa setiap baris dari matriks interval A memiliki setidaknya satu solvable
interval. Berdasarkan Lema 3.11 diperoleh bahwa Sistem (3.3) memiliki setiap kolom
dari matriks interval A € Z (R}X7) memiliki paling banyak satu solvable interval se-
hingga paling banyak ada n solvable interval dari Sistem (3.3). Akan ditunjukkan setiap
baris dari matriks interval A hanya memiliki satu solvable interval. Andaikan terda-
pat suatu baris dari matriks interval A di Sistem (3.3) yang setidaknya memiliki dua
solvable interval, sehingga jumlah solvable interval dari Sistem (3.3) lebih besar dari n.
Hal ini kontradiksi dengan pernyataan paling banyak ada n solvable interval dari Sis-
tem (3.3). Dengan demikian, setiap baris dari matriks interval A hanya memiliki satu
solvable interval. Jadi, setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval
yang tunggal.

(<) Diketahui setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval
yang tunggal, sehingga Sistem (3.3) memiliki n solvable interval. Berdasarkan Lema
3.11, diperoleh bahwa solvable interval tersebut berada di kolom-kolom yang berbeda.
Dinotasikan solvable interval tersebut sebagai <g1j1 , &1j1> , <g2j2, &2j2> ey <ann , C_Lnjn>
dengan j1, ja, ..., j, menotasikan urutan dari 1,2,...,n. Untuk setiap matriks A € A
dan vektor b € b sehingga berdasarkan Akibat 3.13 diperoleh bahwa aij,,a2;,,- -, @nj,
merupakan solvable entry dari subsistem A ® x = b. Dengan demikian, solvable entry
tersebut berada di baris-baris yang berbeda, sehingga diperoleh bahwa subsistem A ®
x = b memiliki penyelesaian. Karena berlaku untuk setiap subsistem A ® x = b dengan
A € A dan vektor b € b memiliki penyelesaian, maka diperoleh Sistem (3.3) strongly
solvable. ]

Teorema 3.15 menginspirasi penyusunan algoritma 1 untuk menyelediki Sistem
(3.3) strongly solvable atau tidak. Berikut langkah-langkah algoritma tersebut.

Algoritma 1 Diberikan Sistem (3.3) dengan

(ar1,a11)  (@19,812) - (Qyp,01n) ébpbl;
A (@1, G21)  (@gg.G22) ... (Qgy,02n) b by, b2

<Qm1a am1> <Qm27 am2> CIa <an7 amn> <bn7 En>
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(1) Dihitung matriks interval D 4 5 dengan
<b1 _allvl_)l _211> <bl _dlml_)l _Q1n>
DA,b = - -
<b anl, n1> e <bn - a/nna Bn - an>
(2) Dihitung vektor interval ¢ dengan entri

c = <11<nk1£1n {bp, — ar:}, mln {bk - akl}>

untuk setiap ¢ € n. Jika untuk i € 7, terdapat ji € n sedemikian hingga

o - - )

= (b;, = aj.i by, — a5,4)
maka dapat dilanjutkan ke langkah 3, jika kondisi tersebut tidak terpenuhi,

maka sistem interval yang diberikan tidak strongly solvable.
(3) Dibandingkan nilai miny.;, {b; — ax;} dan by, ;, untuk 7 € fi. Jika

ir;éu} {by, — @i} > b, —aj,

i € n, maka diperoleh solvable interval dari Sistem interval yang diberikan
adalah a;,; untuk ¢,j € n. Jika kondisi tersebut tidak terpenuhi, maka sistem
interval yang diberikan tidak strongly solvable.

(4) Diperiksa jika j1,j2, - . -, j» menunjukkan urutan 1,2, ..., n maka sistem interval
yang diberikan strongly solvable. Jika kondisi tersebut tidak terpenuhi, maka
sistem interval yang diberikan tidak strongly solvable.

4. SOLUSI KUAT INTERVAL

Pada bagian ini akan dibahas tentang eksistensi dan ketunggalan solusi kuat in-
terval dari sebuah sistem interval persamaan linear max-plus. Terlebih dahulu diberikan
definisi solusi kuat interval dari Sistem (3.3).

4.1. Eksistensi Solusi Kuat Interval.

Definisi 4.1. [5] Suatu vektor interval x € T (R} .) disebut solusi kuat interval dari
Sistem (3.3) jika

(1) (Vzex)(3Ac A)(Fbeb) (Ao xz =D)
(2) VA A)(Vbeb)(Fxex)(A@x=0D).

Teorema 4.2. [5] Jika Sistem (3.8) strongly solvable, maka
x*(A,b) = (z*(A,b),z*(A,b))
= {2*(A,b) € Rl | #°(A,0) < 37(A,b) < x*(A,b)}

adalah solusi kuat interval dari Sistem (3.3).
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Bukti. Diberikan himpunan vektor X = {z*(4,b) e R}, | A€ A,b € b} dengan
2*(A,b) merupakan subpenyelesaian terbesar dari subsistem A ® x = b di Sistem
(3.3). Dapat ditunjukkan bahwa X merupakan himpunan solusi kuat interval dari
Sistem (3.3). Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa X = x*(A,b). Pertama-tama
akan ditunjukkan X C x*(A,b). Diambil sebarang z*(A,b) € X. Berdasarkan
Persamaan (2.1), untuk setiap A € A,b € b berlaku z*(A4,b) = (z}(A,b)) dengan
77(A,b) = mini<k<n {bx — ax;},j € n. Oleh karena itu, untuk setiap k, j € n berlaku
by, — arj < by — ag; < by — ay;. Oleh karena itu, diperoleh
i {by —ar;} < i {br —a;} < in {br — ay;}
& x;(f_l, b) < x5 (A,b) < r; (4, b),jeEn
& r*(A,b) < x*(A,b) < *(A,b).

Jadi, diperoleh z*(A,b) € £*(A, b) sehingga X C x*(A,b).
Selanjutnya, akan ditunjukkan x*(A,b) C X . Diambil sebarang vektor
a = (a;) € x*(A, b) sehingga
JA = (ai;) € A,3b= (b;) e bdengan i,j € n (4.2)
sedemikian hingga o = 2*(A,b) € *(A,b). Karena Sistem (3.3) strongly solvable,
maka berdasarkan Akibat 3.14 diperoleh bahwa setiap baris dari matriks interval A
setidaknya memiliki satu solvable interval. Artinya, untuk setiap i € n terdapat j; € n
sehingga a;;, = (a,,,d;;,) adalah solvable interval dari Sistem (3.3). Lebih lanjut,
berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa a,; merupakan solvable entry di subsistem
extremal dari Sistem (3.3) yang berbentuk seperti (3.5). Diberikan pemetaan
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}
(i) = ji
sehingga dengan menggunakan pemetaan tersebut diperoleh air(1),@2r(2),---;@nr(n)
merupakan solvable interval dari Sistem (3.3).
Selanjutnya, akan ditentukan matriks A dan vektor b pada Persamaan (4.2) agar
a € X. Andaikan terdapat i € n sedemikian hingga untuk setiap b; € @m bi> berlaku

bi — ar(i) < Qig(s) AtaU by — ar(i) > Ain(i)
dengan o ;) € <x;(i)(ﬂ,b)7m;(i) (4, I_))> Akibatnya, diperoleh

b; — aniy < bi = Qniy < Gy AtaU by — Qi) > by — Qi) > Ain(s)

sehingga

a < Qir(;) atau a > Qiq(;), untuk a € <bi — Qi (i), bi — ozﬂ(i)> .

Jika b — (r(s) < Gyr(;), maka dengan mengingat ov(;) € <x’7‘r(i)(/_1,b), T (4, b)>
diperoleh

bi — Qir(iy < Qr(i) < x:r(i) (4, 5) = 12‘}6121” {Bk - gkﬂ'(i)}
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sehingga
b; — Qin(iy < 1rgr}€1£1n {Bk — Qkﬂ(i)} atau b; — a;j; < 1r§nk12n {Bk — iji} (4.3)
Berdasarkan Persamaan (4.3) dapat disimpulakan bahwa entri a,;, bukan solvable
entry di subsistem extremal dari Sistem interval yang berbentuk seperti (3.5). Hal ini
kontradiksi dengan pernyataan a,; solvable entry di subsistem extremal dari Sistem
interval yang berbentuk seperti (3.5).
Selanjutnya, jika b; — ar(;) > Gir(i), maka dengan mengingat

Qr() € <x;(i)(ﬁ,b)7m:(i) (4, 5)> diperoleh
1 —a . = ¥ . A < . s — Qi
1glklgn {bk akﬂ(z)} xrr(z)(A7b) S Qr(g) < b; Qi (i)
sehingga
B {bx = Ghn(iy } < by — Bim(a) (4.4)
Karena a;,(;) merupakan solvable interval, maka berdasarkan Definisi 3.10 berlaku
i — G Y > b —a.
I]ggl {bk ak‘n’(z)} = bz Qm—(l)
Oleh karena itu, diperoleh

30 {by — kn(y } = min {I,gl;n O aiw(z‘)}

> min {Bz - Qiﬂ-(i)abi - aiﬂ(i)}
=b; — Qir (i)
sehingga
min {b, — Qe } > by — Ging)- (4.5)

1<k<n
Diperhatikan Persamaan (4.4) dan (4.5) saling kontradiksi. Jadi, untuk setiap
i € n, terdapat b; € <Qi7 l_)l-> sedemikian hingga a;. ;) < bi — (i) < Qin(i)- Selanjutnya,
diberikan subsistem
ARz =10 (4.6)
dengan vektor b = (b;) dan matriks A = (a;;) didefinisikan sebagai berikut :

aij =b; —ay ,j=m(i)

aij € Qi ,J # (i)
Karena Sistem (3.3) strongly solvable, maka berdasarkan Akibat 3.14 diperoleh bahwa
setiap baris dari matriks interval A setidaknya memiliki satu solvable interval. Artinya,
untuk setiap ¢ € 7 terdapat j € 7 sehingga a;; = <gij7dij> adalah solvable interval
dari Sistem (3.3). Oleh karena itu, dapat dipilih solvable interval yang terletak pada
kolom ke- j dari matriks interval A adalah a;,;. Jadi, diperoleh a;,; merupakan solvable
entry dari Subsistem (4.6) sehingga untuk j € f2 diperoleh subpenyelesaian terbesar dari
Subsistem (4.6) yaitu

x;(A, b) = 11<nk12n {bk — akj} = bio — Q45 = big — (bio — aj) = Q. (47)
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Berdasarkan Persamaan (4.7) diperoleh bahwa a; = 77 (A, b) untuk j € n artinya
a = x* (A, b) sehingga o merupakan subpenyelesaian terbesar dari Subsistem (4.6). Oleh
karena itu, a € X. Akibatnya, diperoleh *(A,b) C X. Dengan demikian, diperoleh
z*(A,b) = X merupakan solusi kuat interval dari Sistem (3.3). O

Akibat 4.3. [5] Sistem (3.8) memiliki suatu solusi kuat interval jika dan hanya jika
sistem interval tersebut strongly solvable

Bukti. (=) Diketahui Sistem (3.3) memiliki suatu solusi kuat interval, sehingga berdasarkan
Definisi 3.8 diperoleh bahwa Sistem (3.3) strongly solvable.

(<) Diketahui Sistem (3.3) strongly solvable, maka berdasarkan Teorema 4.2
diperoleh bahwa x* (A, b) = (2*(A,b),z*(A, b)) adalah solusi kuat interval dari Sistem (3.3).
Dengan demikian, terbukti bahwa Sistem (3.3) memiliki suatu solusi kuat interval. [

4.2. Ketunggalan Solusi Kuat Interval.

Lemma 4.4. [7] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
jika penyelesaian dari setiap subsistemnya tunggal.

Bukti. (=) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal sehingga
berdasarkan Definisi 4.1 diperoleh bahwa Sistem interval 3.3 strongly solvable. Oleh
karena itu, diperoleh semua subsistem dari Sistem interval (3.3) memiliki penyelesa-
ian. Akan ditunjukkan penyelesaian dari setiap subsistem dari Sistem interval (3.3)
tunggal. Andaikan penyelesaian dari setiap subsistemnya tidak tunggal sehingga dapat
dimisalkan terdapat subsistem A ® x = b dengan A € A dan b € b yang setidaknya
memiliki dua penyelesaian. Dinamakan dua penyelesaian tersebut dengan y dan z den-
gan y # z. Akibatnya, dengan mengingat subsistem A ® x = b setidaknya memiliki dua
penyelesaian sehingga berdasarkan Definisi 4.1 diperoleh bahwa y dan penyelesaian dari
subsistem yang lain membentuk solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Demikian
pula untuk z dan penyelesaian dari subsistem yang lain membentuk solusi kuat inter-
val dari Sistem interval (3.3). Akibatnya, solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3)
tidak tunggal. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui. Jadi, penyelesaian dari setiap
subsistem dari Sistem interval (3.3) tunggal.

(<) Diketahui penyelesaian dari setiap subsistem dari Sistem interval (3.3) tung-
gal sehingga penyelesaian dari semua subsistem tersebut membentuk solusi kuat interval
x dari Sistem interval (3.3). Andaikan terdapat y solusi kuat interval yang lain dari
Sistem interval (3.3) dengan y # «, sehingga terdapat ¢ € & dan z( ¢ y atau terdapat
Yo €y dan gy ¢ x.

Jika xg € @ dan xo ¢ y, maka berdasarkan Definisi 4.1 diperoleh bahwa untuk
xy € x, terdapat Ay € A dan terdapat by € b sedemikian hingga berlaku Ay ® z¢ = bg.
Berdasarkan yang diketahui diperoleh bahwa penyelesaian dari Agy®z = by yang tunggal
sehingga tidak ada x € y yang menyebabkan Ay ® x = by untuk Ag € A dan by € b.
Akibatuya, y bukan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Hal ini kontradiksi
dengan pengandaian. Demikian pula, jika terdapat yo € y dan yo ¢ «, maka « bukan
solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3). Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui.
Jadi, Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. O
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Lemma 4.5. [5] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
Jjika setiap solvable interval a;; = <Qij, aij) memenuhi

I’glé? {by, — ak;} > bi — a;; (4.8)

untuk setiap i, 7,k € n.

Bukti. (=) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. Andaikan
terdapat solvable interval dari Sistem interval (3.3) yaitu a;; = (a;;, @;;) untuk suatu
i,j € n sehingga berdasarkan Definisi 3.10 berlaku

I]?;é? {by, — ar;} > bi — a;; (4.9)

untuk suatu 7, k, j € n. Berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa a,; merupakan solvable

entry dari kolom ke- j matriks A® di Subsistem extremal (3.5). Jika terdapat m € n
dengan m # ¢ sedemikian hingga b,, — @mm; = b; — a;;, maka berdasarkan Persamaan
4.9 diperoleh

35

1r§nklgn {Iﬁ? {b, — ar;,bi — aij}} =bi —a;; = by, — Gy

Oleh karena itu, @,,; juga merupakan solvable entry dari kolom ke- j di Subsistem
extremal (3.5). Dengan demikian, terdapat kolom ke- j matriks A®) di Subsistem
extremal (3.5) yang memiliki solvable entry yang tidak tunggal yaitu entri a,; dan a,,;
untuk suatu 4, j, m € n. Akibatnya, diperoleh solusi dari Subsistem extremal (3.5) tidak
tunggal. Akibatnya, berdasarkan Lema 4.4 diperoleh solusi kuat interval dari Sistem
interval (3.3) tidak tunggal. Hal ini kontradiksi dengan yang diketahui. Jadi, setiap
solvable interval a;; = <gij,dij> memenuhi

Il?;lé? {by, — ar;} > b; — ;i (4.10)

(<) Diketahui Sistem interval (3.3) strongly solvable, sehingga berdasarkan Teo-
rema 3.15 diperoleh setiap baris dari matriks interval A memiliki solvable interval yang
tunggal. Dengan mengingat Lema 3.11 bahwa setiap kolom dari matriks interval A
memiliki paling banyak satu solvable interval sehingga solvable interval dari Sistem
interval (3.3) terletak pada kolom-kolom yang berbeda. Dinamakan solvable interval
tersebut dengan (a,;, ,a1j,),{(Gaj,>2j5) - - - (@pj, > Gnj, ) dengan ji, ja, ..., j, menun-
jukkan urutan 1,2,...,n. Lebih lanjut, berdasarkan Akibat 3.13 diperoleh untuk setiap
subsistem A ® z = b dari Sistem interval (3.3), entri a,;, dari A merupakan solvable
entry untuk ¢ € n. Jadi berlaku

min {by —ag;. } = b; — a;;.
1§k§n{ k kﬁ} i iJi

sehingga diperoleh
min {by — ar;. } = bi — aij,
Lebih lanjut, diperoleh

r,gl;igil {br — akj, } > r,gl;? {by — arj, } > bi — a, > bi — aij,
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Oleh karena itu, diperoleh
min {bk — akji} > b; — a; (4.11)
ki

Jadi dari Persamaan (4.11) diperoleh bahwa

min {I&? {br —akj; },bi — aiji} = b; — ayj,
sehingga diperoleh a;;, merupakan solvable entry yang tunggal dan terletak pada kolom
ke- j; dari matriks A, untuk i € n. Dengan demikian, setiap kolom dari matriks A
memiliki solvable entry yang tunggal. Karena Sistem interval (3.3) strongly solvable,
maka setiap subsistem A ® x = b dari Sistem interval (3.3) memiliki penyelesaian. Oleh
karena itu, diperoleh bahwa penyelesaian dari semua subsistem A ® x = b dari Sistem
interval (3.3) tunggal. Dengan menggunakan Lema 4.4 diperoleh solusi kuat interval
dari Sistem interval (3.3) tunggal. O

Teorema 4.6. [5] Solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal jika dan hanya
Jjika untuk setiap © € n, penyelesaian dari Subsistem extremal (3.5) tunggal.

Bukti. (=) Diketahui solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal sehingga
berdasarkan Lema 4.4 diperoleh penyelesaian setiap subsistem dari Sistem interval (3.3)
tunggal. Mengingat Subsistem extremal (3.5) merupakan jenis khusus dari subsistem
di Sistem interval (3.3). Oleh karena itu, diperoleh untuk setiap ¢ € 7, penyelesaian
dari Subsistem extremal (3.5) tunggal.

(<) Akan ditunjukkan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tunggal.
Andaikan solusi kuat interval dari Sistem interval (3.3) tidak tunggal. Berdasarkan
Lema (4.5) terdapat solvable interval dari Sistem interval (3.3) yaitu a,;; = <Qij,(_lij>
untuk suatu 4, j € fn sehingga berdasarkan Definisi 3.10 berlaku

11?71&111 {by — ars} > b; — a;; (4.12)
untuk suatu 7, k, j € n. Berdasarkan Lema 3.12 diperoleh bahwa a;; merupakan solvable
entry dari kolom ke- j matriks A®) di Subsistem extremal (3.5). Jika terdapat [ € 7
dengan [ # i sedemikian hingga b, — a;; = b; — a,;, maka berdasarkan Persamaan (4.12)
diperoleh

e

min { min{b, — g, b; — a,. =b;,—a,, =b —a;
1§k§n{k;ﬁi {Jc kjs i zj}} 1 Y4y ) lj

Oleh karena itu, a;; juga merupakan solvable entry dari kolom ke- j di Subsistem ex-
tremal (3.5). Dengan demikian, terdapat kolom ke- j matriks A di Subsistem ex-
tremal (3.5) yang memiliki solvable entry yang tidak tunggal yaitu entri a,; dan @,
untuk suatu i,j,m € n. Karena penyelesaian dari Subsistem extremal tunggal, se-
hingga diperoleh bahwa untuk setiap kolom dari matriks A®) memiliki solvable entry
yang tunggal. Hal ini kontradiksi dengan pengandaian yang menyatakan bahwa terda-
pat kolom ke- j matriks A(®) di Subsistem extremal (3.5) yang memiliki solvable entry
yang tidak tunggal yaitu entri a;; dan G,,; untuk suatu ¢, j,m € n. Jadi, solusi kuat
interval dari Sistem interval (3.3) tunggal. O
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Berdasarkan Teorema 4.6, ketunggalan solusi kuat interval dari suatu sistem in-
terval dengan n persamaan dapat diperiksa dari n subsistem extremal dari jumlah
subsistem yang tak terhitung banyaknya. Hasil ini dapat menginspirasi penyusunan al-
goritma 2 untuk memeriksa ketunggalan solusi kuat interval dari suatu sistem interval.
Berikut ini langkah-langkah algoritma tersebut.

Algoritma 2 Diberikan Sistem interval (3.3) dengan

(a11,a11)  (@y2,@12) ... (Qyp01n) (by,b1)
<Q 7d21> <Q 7d22> <Q n7d2’n> b 7b2

A 21. 22‘ 2 ‘ b= <2' ) (4.13)
<Qm13 ELm1> <Qm27 ame> o <an> C_Lmn> <bn7 Bn>

(1)

Untuk subsistem extremal AWz = (1), dicari solvable entry pada kolom per-
tama dari A™M)
e Dihitung pgl) = min {bgl) — agll), bgl) — aéll)

e Dicari entri az(}) sedemikian hingga bV

b — aW)

5oy Un

| — ag) = pgl) dengan 1 < i < n.
Jika entri aﬁ) tunggal, maka lanjut ke langkah selanjutnya. Jika tidak

memenuhi kondisi tersebut, maka subsistem extremal A ® z = bM) tidak

memiliki penyelesaian tunggal.

Demikian pula, dicari solvable entry pada setiap kolom dari A®!) yaitu untuk

setiap k € n
e Dihitung p,(cl) = min {bgl) — aﬁ), bél) - a(Q}g)V s »bgzl) - G‘Sk)}
e Dicari entri al(.,i) sedemikian hingga bl(»l) - a(,i) =

i
Jika entri ag,? tunggal untuk setiap k € n, maka selanjutnya dimisalkan

Sy = {aglli,ag%, oW } dengan a(l)(l < I < n) merupakan solvable entry

p,(cl) dengan 1 < i < n.

)y Wi n? il
tunggal yang terletak pada kolom ke-1 dari matriks A1), Jika tidak memenuhi
kondisi tersebut, maka subsistem extremal ANz = b(!) tidak memiliki penye-
lesaian tunggal.
Diperiksa apakah i1, s, .. .,%, adalah suatu urutan dari 1,2, ..., n. Jika kondisi
tersebut terpenuhi, maka subsistem extremal AWz = b(!) memiliki penyelesaian
tunggal.
Demikian pula, diperiksa setiap subsistem extremal yang diberikan pada 4.13
memiliki penyelesaian yang tunggal dengan mengulang langkah 1 sampai dengan
3. Jika kondisi tersebut terpenuhi, maka diperoleh vektor interval 4.13 adalah
solusi kuat interval tunggal dari Sistem interval 4.13.
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5. PENUTUP

Beberapa kesimpulan yang diperoleh:

(1) Kriteria dari eksistensi solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear
Max-plus adalah suatu sistem interval memiliki suatu solusi kuat interval jika
dan hanya jika sistem tersebut strongly solvable.

(2) Kriteria ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan linear
Max-plus adalah suatu sistem interval memiliki suatu solusi kuat interval yang
tunggal jika dan hanya jika setiap subsistem extremalnya dengan tepat satu
persamaan bawah-atas memiliki penyelesaian yang tunggal.

(3) Pembuktian dari eksistensi solusi kuat interval dari sistem interval persamaan
linear Max-plus bersifat konstruktif dan menghasilkan rumus untuk menghitung
solusi kuat interval

(4) Kriteria ketunggalan solusi kuat interval menghasilkan algoritma yang dapat
memverifikasi ketunggalan solusi kuat interval dari sistem interval persamaan
linear max-plus.

(5) Salah satu masalah yang melekat pada sistem kontrol adalah merancang in-
put sehingga keluarannya dapat memenuhi persyaratan yang telah ditentukan
sebelumnya. Pada sistem kontrol Max-plus yang tidak pasti dengan param-
eternya berbentuk interval, maka solusi kuat interval dapat diterapkan untuk
menentukan kisaran input sedemikian rupa sistem dapat menghasilkan keluaran
pada periode waktu tertentu.

Referensi

[1] Bacelli, F., Cohen, G., Olsder, G.J. dan Quadrat, J.P., Synchronization and Linearity, John Wiley
and Sons, New York, 1992.

[2] Cechl arova, K. dan Cuninghame-Green, R.A., Interval Systems of Max-separable Linear Equa-
tions, Linear Algebra and its Application 340 (2002), 215-224.

[3] Cuninghame-Green, R., Minimax Algebra, Springer-Verlag, New York, 1979.

[4] Heidergott, B., Olsder, G. J. dan van der Woude, J., Max Plus at Work, Princeton University
Press, New Jersey, 2006.

[5] Wang, C. dan Tao, Y., Interval Strong Solutions of Interval Systems of Max-plus Linear Equations,
Linear Algebra and its Applications, 537 (2018), 148-159.

[6] Wang, C., Tao, Y. dan Yang, P., Reachability for Interval Max-Plus Linear Systems, Proceedings
of the 36th Chinese Control Conference, (2017), 26-28.

[7] Zhang, H., Tao, Y. dan Zhang, Z., Strong Solvability of Interval Max-plus Systems and Applica-
tions to Optimal Control, Systems and Control Letter, 96 (2016), 88-94.

FATHIN AZKIYA* (Penulis Korespondensi)
Departemen Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Gadjah Mada, Indonesia.
fazkiya@gmail.com

ARI SUPARWANTO
Departemen Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Gadjah Mada, Indonesia.
ari_suparwanto@ugm.ac.id



