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KARAKTERISTIK GRUP BEBAS

(CHARACTERISTIC OF FREE GROUPS)

FITRI ALFIANTI*, INDAH EMILIA WIJAYANTI

Abstract. The set X of a group G is said to be a free generating set if every element
of G could be uniquely expressed as a product elements of X. A free group is defined
as a containing set of free generating group. Furthermore, the set of free generators
is referred to as a basis. Any two bases of a commutative free group have the same
cardinality. One of the characteristics of the free group discussed in the study that any
group is a factor group of a free group. Suppose m and n are cardinal numbers and
n ≤ m, then Fm can be inserted into Fn. As a result a free group with a higher rank
can be inserted into a free group with a lower rank. The presentation < S|R > is called
a finite presentation if the sets S and R are finite sets. A group is said to be represented
finitely if it has at least one finite presentation.

Keywords: group, free group, group presentation, free generating set, finite presentation.

Abstrak. Himpunan X dari suatu grup G dikatakan sebagai himpunan pembangun
bebas jika setiap anggota dari G dapat dinyatakan secara tunggal sebagai perkalian
anggota-anggota dari X. Suatu grup bebas didefinisikan sebagai grup yang memuat
himpunan pembangun bebas. Selanjutnya, himpunan pembangun bebas disebut sebagai
basis. Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardinalitas
yang sama. Salah satu sifat pada grup bebas yang dibahas dalam penelitian ini adalah
fakta bahwa sebarang grup merupakan grup faktor dari suatu grup bebas. Dimisalkan
m dan n bilangan kardinal dan n ≤ m, maka Fm dapat disisipkan ke Fn. Akibatnya
grup bebas dengan rank yang lebih besar dapat disisipkan ke dalam grup bebas dengan
rank yang lebih kecil. Presentasi < S|R > disebut presentasi berhingga jika himpunan
S dan R merupakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan
secara berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga.

Kata-kata kunci: grup, grup bebas, himpunan pembangun bebas, presentasi grup, pre-

sentasi berhingga.
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1. PENDAHULUAN

Dalam aljabar konsep grup merupakan salah satu konsep dasar. Grup merupakan
suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi
beberapa aksioma grup. Salah satu pembentukan grup yang cukup alamiah adalah
pembentukan grup bebas. Jika diberikan sebarang himpunan tak kosong X, maka
selalu dapat dikonstruksikan suatu grup yang memuat X dengan mendefinisikan suatu
operasi biner perkalian juxtaposisi pada X. Grup inilah yang memotivasi pendefinisian
dari grup bebas.

Dimisalkan G sebarang grup dan X subset G. Himpunan X dikatakan sebagai
himpunan pembangun bebas jika setiap anggota dari G dapat dinyatakan secara tunggal
sebagai perkalian anggota-anggota dari X. Suatu grup bebas didefinisikan sebagai grup
yang memuat himpunan pembangun bebas. Selanjutnya, himpunan pembangun bebas
disebut sebagai basis. Salah satu sifat pada grup bebas yang dibahas dalam penelitian
ini adalah fakta bahwa sebarang grup merupakan grup faktor dari suatu grup bebas.

2. PEMBENTUKAN GRUP BEBAS

Definisi grup bebas tidak terlepas dari pembahasan mengenai himpunan pemban-
gun bebas. Berikut akan dipaparkan pengertian dari himpunan pembangun bebas dari
suatu grup.

Definisi 2.1. Diberikan sebarang grup G dan subset tak kosong X dari G. Sebarang
ekspresi yang berbentuk

xi11 x
i2
2 . . . x

in
n

disebut kata, dengan xj ∈ X dan ij ∈ Z. Setiap elemen dari X disebut leter. Selanjut-
nya, jika suatu kata tidak mempunyai leter, maka kata tersebut merupakan kata kosong
dan dinotasikan dengan e.

Dimisalkan G merupakan grup dengan identitas e dan X ⊆ G. Dibentuk him-
punanX−1 =

{
x−1 | x ∈ X

}
dengan x−1 merupakan formal invers dari x. Diperhatikan

bahwa himpunan X ∪X−1 dapat disebut sebagai alfabet. Pada kasus ini, suatu formal
invers x−1 dari x ∈ X merupakan invers dari x di G. Setiap kata w = xi11 . . . x

in
n di X

melambangkan suatu elemen tunggal dari G. Bentuk paling sederhana dari suatu kata
merupakan pengertian dari kata tereduksi seperti pada definisi berikut.

Definisi 2.2. Diberikan sebarang grup G dan subset tak kosong X dari G. Suatu kata
w disebut sebagai kata tereduksi jika w adalah kata kosong atau w = xi11 x

i2
2 . . . x

in
n , untuk

xj ∈ X, ij ∈ Z, xj ̸= xj+1 dan xj ̸= x−1
j+1, j = 1, 2, . . . , n.

Berikut akan dijelaskan mengenai kesamaan dua kata tereduksi.

Definisi 2.3. [4] Diberikan sebarang himpunan X = {xi | i ∈ I}. Dua kata tereduksi

v = xi
1

1 x
i2
2 . . . x

in
n dan w = yj

1

1 y
j2
2 . . . yjmm dikatakan sama jika dan hanya jika v = w = e

atau m = n dan xk = yk, ik = jk, untuk setiap k = 1, 2, . . . , n.
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Selanjutnya akan dipaparkan pengertian dari himpunan pembangun bebas dari
suatu grup seperti pada definisi berikut.

Definisi 2.4. Suatu subset X ̸= ∅ dari grup G dengan elemen identitas e, disebut
himpunan pembangun bebas dari G, jika untuk setiap g ∈ G − {e} dapat dituliskan
dengan tunggal sebagai

g = xi11 x
i2
2 . . . x

in
n

dengan n ∈ Z+berhingga dan ik ∈ Z.

Pada penelitian ini akan dibahas mengenai grup bebas dan sifat-sifatnya. Terlebih
dahulu perlu dipahami definisi dari grup bebas.

Definisi 2.5. Jika G grup dan memuat himpunan pembangun bebas X, maka G disebut
grup bebas. Dengan kata lain, untuk setiap kata tak kosong tereduksi pada X mendefin-
isikan suatu elemen tak trivial pada G. Lebih lanjut, himpunan pembangun bebas X
disebut sebagai basis dari G dan kardinalitas dari basis X disebut sebagai rank dari G.

Dimisalkan X merupakan sebarang himpunan. Untuk mengkonstruksikan su-
atu grup bebas dengan basis X, perlu dideskripsikan suatu proses reduksi yang mem-
perbolehkan mereduksi sebarang kata. Dimisalkan w = uyy−1v. Suatu elemen tere-
duksi dari suatu kata w merupakan proses yang menghapus subkata yy−1, dengan
y ∈ X ∪X−1 ∪ {e} dari w, sehingga

uyy−1v −→ uv.

Jika dipunyai proses

w −→ w1 −→ . . . −→ wn

maka kata wn merupakan bentuk reduksi dari w. Secara umum, terdapat langkahlangkah
yang berbeda saat mereduksi suatu kata meskipun diperoleh hasil reduksi yang sama.

Lemma 2.6. Setiap dua elemen tereduksi w −→ w1 dan w −→ w2 dari suatu kata w
di S, terdapat suatu elemen tereduksi w1 −→ w0 dan w2 −→ w0, sedemikian sehinga
berlaku

Bukti. Dimisalkan λ1 : w −→ w1 dan λ2 : w −→ w2 merupakan elemen tereduksi dari
suatu kata w. Dalam hal ini dapat dibagi menjadi dua kasus.
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(1) Reduksi disjoin
Pada kasus ini, dimisalkan w = u1y1y

−1
1 u2y2y

−1
2 u3, dengan yi ∈ S∪S−1∪{e}.

Dimisalkan λi merupakan kata elementer yang menghapus subkata yiy
−1
i , untuk

i = 1, 2. Maka diperoleh

w
λ1−→ u1u2y2y

−1
2 u3

λ2−→ u1u2u3

w
λ2−→ u1y1y

−1
1 u2u3

λ1−→ u1u2u3.

Dengan demikian, lema terbukti.
(2) Reduksi overlapping

Pada kasus ini, dimisalkan w = u1yy
−1yu2. Maka diperoleh

w = u1y
(
y−1y

)
u2

λ2−→ u1yu2,

w = u1
(
yy−1

)
yu2

λ1−→ u1yu2;

Dengan demikian, lema terbukti.

□

Proposisi selanjutnya akan menunjukkan bahwa jika diberikan suatu kata dan dua
langkah reduksi yang berbeda pada kata tersebut, maka kata tersebut mempunyai hasil
bentuk reduksi yang sama.

Proposisi 2.7. Dimisalkan w merupakan kata di S. Sebarang dua reduksi dari w, yaitu:

• w −→ w′
0 −→ . . . −→ w′

n

• w −→ w′′
0 −→ . . . −→ w′′

m

mempunyai hasil dari bentuk reduksi yang sama yaitu w′
n = w′′

m. Dengan kata lain,
suatu kata w merepresentasikan suatu elemen trivial jika dan hanya jika bentuk kata
tereduksi dari w adalah kata kosong.

Bukti. Pembuktian ini menggunakan induksi matematika pada |w|.
Jika |w| = 0, maka w tereduksi, sehingga terbukti.

Akan ditunjukkan proposisi terbukti benar untuk |w| > 1. Dengan menggunakan
Lema 2.6, terdapat elemen tereduksi w′

0 −→ w0 dan w′′
0 −→ w0. Dimisalkan untuk kata

w0, dipunyai proses reduksi w0 −→ w1 −→ . . . −→ wk. Diperoleh



Karakteristik Grup Bebas 5

Dengan menggunakan induksi hipotesis, semua bentuk reduksi dari kata w′
0 sama,

yaitu w′
n = wk. Lebih lanjut, wk = w′′

m. Akibatnya w′
n = wk = w′′

m. Terbukti. □

Dimisalkan G grup bebas dengan X himpunan pembangun bebas dari G. Didefin-
isikan operasi perkalian juxtaposisi pada G yaitu untuk setiap a = xi11 x

i2
2 . . . x

in
n , b =

yj11 y
j2
2 . . . yjmn ∈ G dengan xp, yq ∈ X, ip, jq ∈ Z, p = 1, 2, . . . , n, q = 1, 2, . . . ,m diperoleh

ab = xi11 x
i2
2 . . . x

in
n y

j1
1 y

j2
2 . . . yjmn .

Diperhatikan bahwa suatu hasil dari perkalian juxtaposisi dua kata selalu dapat dire-
duksi. Berikut akan diberikan teorema yang mengatakan bahwa sebarang himpunan
tak kosong selalu dapat membentuk suatu grup bebas.

Teorema 2.8. Jika diberikan sebarang himpunan tak kosong X, maka terdapat suatu
grup bebas F (X) sedemikian sehingga X adalah himpunan pembangun bebas dari F (X).

Bukti. Dimisalkan X = {aj | j ∈ I}. Dibentuk himpunan X−1 yang saling asing den-
gan X dan |X| =

∣∣X−1
∣∣. Artinya terdapat pemetaan f : X → X−1 bijektif den-

gan definisi f(a) = a−1, untuk setiap a ∈ X. Dibentuk pula himpunan {e} dengan
e /∈ X ∪X−1. Didefinisikan operasi perkalian juxtaposisi pada X ∪X−1 ∪ {e} dengan

a−1 = e, a−1a = e,
(
a−1

)−1
= a, untuk setiap a ∈ X, a−1 ∈ X−1. Dimisalkan F (X)

adalah himpunan semua hasil perkalian juxtaposisi dari X ∪X−1 ∪ {e}. Diperoleh

F (X) =
{
bp11 bp22 . . . bpnn | bk ∈ X ∪X−1 ∪ {e}, pk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n

}
=

{(
aj1
1

)p1
(
aj2
2

)p2
. . .

(
ajn
n

)pn
| bk = a

jk
k ∈ X ∪X−1 ∪ {e}, ak ∈ X, pk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n

}
=

{
aj1
1

p1aj2p2
2 . . . ajnpn

n | ak ∈ X, jkpk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n
}

=
{
ai1
1 ai2

2 . . . ain
n | a ∈ X, ik = jkpk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n

}
=< X >

Didefiniskan operasi perkalian juxtaposisi pada F (X), yaitu untuk setiap v = ai11 a
i2
2 . . . a

in
n

w = ybj11 b
j2
2 . . . bjmm ∈ F (X) berlaku

vw =
(
ai11 a

i2
2 . . . a

in
n

) (
bj11 b

j2
2 . . . bjmm

)
Akan ditunjukkan operasi perkalian juxtaposisi pada F (X) terdefinisi dengan baik. Di-
ambil sebarang a = ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n , b = bq11 b

q2
2 . . . bqmm , c = cr11 c

r2
2 . . . crnn , d = ds11 d

s2
2 . . . dsmm ∈ F (X)

dengan a = c dan b = d. Artinya ai = ci, pi = ri untuk setiap i = 1, 2, . . . , n dan
bj = dj , qj = sj untuk setiap j = 1, 2, . . . ,m. Diperhatikan bahwa

ab = (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ) (bq11 b

q2
2 . . . bqmm )

= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n bq11 b

q2
2 . . . bqmm

= cr11 c
r2
2 . . . crnn ds11 d

s2
2 . . . dsmm

= (cr11 c
r2
2 . . . crnn ) (ds11 d

s2
2 . . . dsmm )

= cd
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Jadi, operasi tersebut terdefinisi dengan baik.
Akan ditunjukkan operasi perkalian juxtaposisi pada F (X) bersifat asosiatif. Diambil
sebarang
a = ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n , b = bq11 b

q2
2 . . . bqmm , c = cr11 c

r2
2 . . . crnn ∈ F (X). Diperhatikan bahwa

a · (b.c) = (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ) · ((bq11 b

q2
2 . . . bqmm ) · (cr11 c

r2
2 . . . crnn ))

= (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ) · (bq11 b

q2
2 . . . bqmm cr11 c

r2
2 . . . crnn )

= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n bq11 b

q2
2 . . . bqmm cr11 c

r2
2 . . . crnn

= ((ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ) (bq11 b

q2
2 . . . bqmm )) (cr11 c

r2
2 . . . crnn )

= (ab)c

Jadi, terbukti bahwa operasi tersebut bersifat asosiatif. Selanjutnya akan ditunjukkan e
merupakan elemen identitas pada F (X). Diambil sebarang a = ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ∈ F (X).

Diperhatikan bahwa

ae = (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ) e

= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n e

= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n

= a

= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n

= eap1

1 a
p2

2 . . . apn
n

= e (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n )

= ea

Jadi, terbukti bahwa elemen e merupakan elemen identitas pada F (X). Selanjutnya
akan ditunjukkan setiap elemen pada F (X) mempunyai invers. Diambil sebarang

a = ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ∈ F (X). Dipilih a−1 = a−pn

n . . . a−p2

2 a−p1

1 ∈ F (X) sedemikian se-
hingga

aa−1 = (ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n )

(
a−pn
n . . . a−p2

2 a−p1

1

)
= ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n a−pn

n . . . a−p2

2 a−p1

1

= e

= a−pn
n . . . a−p2

2 a−p1

1 a−pn
n . . . a−p2

2 a−p1

1

=
(
a−pn
n . . . a−p2

2 a−p1

1

)
·
(
a−pn
n . . . a−p2

2 a−p1

1

)
= a−1a

Jadi, terbukti bahwa setiap elemen pada F (X) mempunyai invers. Dengan demikian,
terbukti bahwa F (X) merupakan grup.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa X adalah himpunan pembangun bebas dari
F (X). Diambil sebarang a = ap1

1 a
p2

2 . . . apn
n ∈ F (X) − {e} dengan ak ∈ X, pk ∈

Z, k = 1, 2, . . . , n. Akan ditunjukkan ekspresi dari a tunggal. Andaikan terdapat
bj ∈ X, qj ∈ Z, j = 1, 2, . . . ,m sehingga bq11 b

q2
2 . . . bqmm yang merupakan ekspresi lain
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dari a. Berdasarkan Definisi 2.3, diperoleh m = n dan ak = bk, pk = qk, untuk se-
tiap k = 1, 2, . . . , n. Dengan kata lain, ekspresi dari a tunggal. Jadi, himpunan X
merupakan himpunan pembangun bebas dari F (X). □

Setelah memahami definisi dari kata tereduksi, berikut ini akan diperkenalkan
definisi dari kata tereduksi siklis.

Definisi 2.9. Dimisalkan w = y1y2 . . . yn merupakan kata pada alfabet S ∪ S−1. Kata
w disebut kata tereduksi siklis jika w kata tereduksi dan yn ̸= y−1

1 .

Berikut ini akan diberikan lema yang menunjukkan bahwa sebarang pasangan
kata pada suatu grup bebas mendefinisikan elemen konjugat pada grup bebas tersebut.

Lemma 2.10. Diberikan sebarang himpunan S. Sebarang dua kata ū dan v̄ di alfabet
S ∪ S−1 akan saling konjugat di F (S) jika dan hanya jika bentuk kata tereduksi siklis
dari ū dan v̄ juga saling konjugat di F (S).

Bukti. Dimisalkan ū dan v̄ merupakan dua kata di alfabet S ∪ S−1. Dimisalkan ter-
dapat u dan v merupakan bentuk dari kata tereduksi siklis dari ū dan v̄, sedemikian
sehingga ū = guug

−1
u dan v̄ = gvvg

−1
v , untuk suatu gu, gv ∈ F (S). Akibatnya, ū dan

v̄ merepresentasikan elemen konjugat di F (S) jika dan hanya jika u dan v konjugat di
F (S). Diperoleh

ū = gv̄g−1

⇔guug
−1
u = ggvvg

−1
v g−1

⇔u =
(
g−1
u ggv

)
v
(
g−1
u ggv

)−1

Diasumsikan elemen u = y1 . . . yn dan v = z1 . . . zm sebagai bentuk reduksi siklis dan
bentuk reduksi tersebut berbeda yaitu y1 . . . yn ̸= z1 . . . zm (karena jika sama, maka u
dan v saling konjugat dengan elemen trivial).

Diasumsikan bahwa u dan v saling konjugat di F (S). Dilain pihak, diasumsikan
bahwa terdapat kata tereduksi g′ = s1 . . . sk sehingga

y1 . . . yn = s1 . . . skz1 . . . zms
−1
k . . . s−1

1

Dua elemen di F (S) dikatakan sama jika dan hanya jika bentuk reduksi dari keduanya
sama. Karena y1 . . . yn merupakan kata tereduksi siklis, maka kata di sisi kanan tidak
tereduksi. Maka haruslah s−1

k = z1 atau sk = zm. Tanpa mengurangi keumuman,

dapat diasumsikan bahwa sk = z−1
1 , sehingga dapat dieliminasi pasangan skz1 dengan

suatu elemen reduksi. Jika k = 1, maka s−1
1 = z1 sehingga dipunyai

y1 . . . yn = s1z1z2 . . . zms
−1
1 = s1s

−1
1 z2 . . . zms

−1
1 = z2 . . . zms

−1
1

= z2 . . . zmz1

Akibatnya y1 . . . yn diperoleh dari z1 . . . zm dengan menggunakan permutasi siklis pada
leter. Karena z1 . . . zm tereduksi siklis, maka setiap permutasi siklisnya juga tereduksi.
Secara umum, y1 . . . yn dan z2 . . . zmz1 merupakan bentuk tereduksi dari elemen yang
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sama di F (S). Untuk k > 1, dengan meneruskan proses induksi dengan panjang k dari
elemen konjugasi, cukup diamati bahwa

y1 . . . yn = s1 . . . sk−1skz1 . . . zms
−1
k s−1

k−1 . . . s
−1
1

= s1 . . . sk−1z2 . . . zmz1s
−1
k−1 . . . s

−1
1

dengan z2 . . . zmz1 merupakan permutasi siklis dari z1 . . . zm. □

3. PEMETAAN UNIVERSAL PADA GRUP BEBAS

Setelah memahami grup bebas beserta contohnya pada subbab sebelumnya, se-
lanjutnya akan diberikan beberapa karakteristik dari grup bebas. Terlebih dahulu akan
diberikan sifat pemetaan universal grup bebas seperti pada teorema di bawah ini.

Teorema 3.1. Diberikan F grup bebas yang dibangun oleh X dan i : X → F pemetaan
inklusi. Jika G sebarang grup dan f : X → G sebarang fungsi, maka terdapat dengan
tunggal homomorfisma ψ : F → G sehingga ψ ◦ i = f .

Bukti. Diketahui F grup bebas yang dibangun oleh X. Diambil sebarang grup G dan
sebarang fungsi f : X → G. Dibentuk pengaitan ψ : F → G dengan ψ

(
xi11 . . . x

in
n

)
=

f (x1)
i1 . . . f (xn)

in , untuk setiap xi11 . . . x
in
n ∈ F, xk ∈ X, ik ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n.

Akan ditunjukkan ψ fungsi. Diambil sebarang v = xi11 . . . x
in
n , w = yj11 . . . yjmm ∈ F

dengan v = w. Diperhatikan bahwa

v = w

xi11 . . . x
in
n = yj11 . . . yjmm

xi11 . . . x
in
n = yj11 . . . yjnn

Diperoleh xk = yk dan ik = jk,∀xk, yk ∈ X, ik, jk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n. Akibatnya

ψ(v) = ψ
(
xi11 . . . x

in
n

)
= f (x1)

i1 . . . f (xn)
in

= f (y1)
i1 . . . f (yn)

in

= f (y1)
j1 . . . f (yn)

jn

= ψ
(
yj11 . . . yjnn

)
= ψ(w).

Jadi, ψ fungsi.
Akan ditunjukkan ψ homomorfisma grup. Diambil sebarang v = xi11 . . . x

in
n , w = yj11 . . . yjmm ∈ F.
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Diperhatikan bahwa

ψ(vw) = ψ
(
xi11 . . . x

in
n y

j1
1 . . . yjmm

)
= f (x1)

i1 . . . f (xn)
in f (y1)

j1 . . . f (ym)
jm

= ψ
(
xi11 . . . x

in
n

)
ψ
(
yj11 . . . yjmm

)
= ψ(v)ψ(w)

Jadi, ψ homomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ψ ◦ i = f . Diambil sebarang x ∈ X. Diperhatikan bahwa

(ψ ◦ i)(x) = ψ(i(x))

= ψ(x)

= f(x)

Akan ditunjukkan ψ tunggal. Andaikan ada homomorfisma g : F → G dengan g◦ i = f .
Diambil sebarang v = xi11 . . . x

in
n ∈ F . Diperhatikan

g(v) = g
(
xi11 . . . x

in
n

)
= g

(
xi11

)
. . . g

(
xinn

)
= g (x1)

i1 . . . g (xn)
in

= g (i (x1))
i1 . . . g (i (xn))

in

= (g ◦ i) (x1))i1 . . . (g ◦ i) (xn)
)in

= f (x1)
i1 . . . f (xn)

in

= ψ
(
xi11 . . . x

in
n

)
= ψ(v)

Jadi, ψ tunggal. □

Berdasarkan Teorema 3.1, diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 3.2. Diberikan G grup yang dibangun oleh S ⊆ G. Grup G merupakan grup
bebas yang dibangun oleh S jika dan hanya jika G memenuhi sifat pemetaan universal
grup bebas. Setiap pemetaan ϕ : S → H dengan H adalah sebarang grup, maka dapat
diperluas menjadi suatu homomorfisma tunggal ϕ̄ : G→ H seperti pada diagram berikut.

Bukti. Dimisalkan G merupakan grup bebas yang dibangun oleh S dan dimisalkan
ϕ : S → H merupakan fungsi dari S ke sebarang grup H. Karena G dibangun secara
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bebas oleh S, maka setiap elemen g ∈ G dapat didefinisikan sebagai suatu kata tereduksi
tunggal di S ∪ S−1 ∪ {e}. Dimisalkan

g = se1i1 . . . s
en
in

(
sij ∈ S, ei ∈ Z

)
Didefinisikan

ϕ̄(g) = (ϕ (si1))
e1 . . . (ϕ (sin))

en .

Akan ditunjukkan bahwa ϕ̄ merupakan homomorfisma grup. Diambil sebarang g, h ∈ G
sedemikian sehingga g = y1 . . . ynz1 . . . zm dan h = z−1

m . . . z−1
1 yn+1 . . . yk merupakan

kata tereduksi yang saling berkorespondensi di S, dengan yi, zj ∈ S ∪ S− ∪ {e} dan

yn ̸= y−1
n+1. Akibatnya gh = y1 . . . ynyn+1 . . . yk merupakan kata tereduksi di S yang

merepresentasikan elemen gh. Diperoleh

ϕ̄ = ϕ̄ (y1) . . . ϕ̄ (yn) ϕ̄ (yn+1) . . . ϕ̄ (yk)

= ϕ̄ (y1) . . . ϕ̄ (yn) ϕ̄ (z1) . . . ϕ̄ (zm) ϕ̄ (zm)
−1
. . . ϕ̄ (z1)

−1
ϕ̄ (yn+1) . . . ϕ̄ (yk)

= ϕ̄(g)ϕ̄(h)

Jadi, ϕ̄ merupakan homomorfisma grup. Diperhatikan bahwa ϕ̄ merupakan perluasan
dari ϕ dan berkorespondensi pada diagram komutatif sehingga ϕ̄ tunggal. Hal ini me-
nunjukkan G memenuhi keperluan sifat pemetaan universal.

Dimisalkan bahwa grup G yang dibangun oleh S memenuhi sifat pemetaan univer-
sal. Dipilih H = F (S) dan didefinisikan suatu pemeetaan ϕ : S → H dengan ϕ(s) = s,
untuk setiap s ∈ S. Berdasarkan sifat pemetaan universal, pemetaan ϕ dapat diperluas
menjadi suatu homomorisma tunggal ϕ̄ : G → F (S). Dimisalkan w merupakan kata
tak kosong tereduksi di S. Artinya, w merepresentasikan suatu elemen g ∈ G sehingga
ϕ̄(g) = w ∈ F (S). Karena ϕ̄(g) ̸= 1 maka g ̸= 1 di G. Jadi, G merupakan grup bebas
yang dibangun oleh S. □

4. SIFAT-SIFAT PADA GRUP BEBAS

Pada subbab ini akan menjelaskan beberapa karakterisasi dari grup bebas.

Teorema 4.1. ([Rotman (1995)]:345) Setiap grup isomorfis dengan grup faktor dari
suatu grup bebas.

Bukti. Dimisalkan G sebarang grup. Dibentuk X = {xg | g ∈ G}. Didefinisikan fungsi
f : X → G dengan f (xg) = g, untuk setiap xg ∈ X. Diperhatikan bahwa f pemetaan
bijektif. Dimisalkan F grup bebas yang dibangun oleh X. Berdasarkan Teorema 3.1,
terdapat dengan tunggal ψ : F → G homomorfisma grup sedemikian sehingga ψ ◦ i = f

dengan ψ
(
xi1g1 . . . x

in
gn

)
= f (xg1)

i1 . . . f (xgn)
in , untuk setiap xi1g1 . . . x

in
gn ∈ F .

Akan ditunjukkan Im(ψ) = G. Jelas bahwa Im(ψ) ⊆ G. Selanjutnya diambil sebarang
g ∈ G. Karena f : X → G fungsi bijektif, maka terdapat xg ∈ X sehingga g = f (xg) =
ψ ◦ i (xg) = ψ (i (xg)) = ψ (xg). Diperoleh G ⊆ Im(ψ). Dengan kata lain, Im(ψ) = G.
Jadi, ψ merupakan epimorfisma grup. Karena ψ : F → G epimorfisma grup, maka
berdasarkan teorema isomorfisma pertama, diperoleh F/ ker(ψ) ∼= G. □
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Jika diberikan himpunan yang beranggotakan satu elemen, maka grup bebas yang
terbentuk akan isomorfis dengan grup Z.

Akibat 4.2. Jika X = {x}, maka F (X) ∼= Z.

Bukti. Diberikan X = {x}. Akan ditunjukkan F (X) ∼= Z.
Dibentuk ψ : Z → F (X) dengan ψ (1p) = xp, untuk setiap p ∈ Z. Akan ditunjukkan ψ
merupakan fungsi. Diambil sebarang 1p, 1q ∈ Z dengan p = q. Diperhatikan bahwa

ψ (1p) = xp

= xq

= ψ (1q)

Jadi, ψ merupakan fungsi.
Akan ditunjukkan ψ homomorfisma. Diambil sebarang p, q ∈ Z. Diperhatikan

ψ (1p.1q) = ψ
(
1p+q

)
= xp+q

= xpxq

= ψ (1p)ψ (1q)

Jadi, ψ merupakan homomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ψ monomorfisma. Diambil sebarang 1p, 1q ∈ G dengan ψ (1p) =
ψ (1q). Diperhatikan

ψ (1p) = ψ (1q)

xp = xq

p = q

Jadi, ψ merupakan monomorfisma grup.
Akan ditunjukkan ψ epimorfisma. Diambil sebarang xj ∈ F (X), untuk suatu j ∈
Z. Diperhatikan bahwa terdapat j ∈ Z sedemikian sehingga ψ

(
1j
)
= xj . Jadi, ψ

merupakan epimorfisma grup.
Dengan kata lain, Z ∼= F (X). □

Jika sebarang grup bebas dengan rank n, maka sebarang basis dari grup bebas
tersebut memiliki kardinalitas yang sama yaitu n.

Teorema 4.3. [1] Jika G grup bebas komutatif dengan basis B = {b1, b2, . . . , bn}, maka
n ditentukan oleh G secara tunggal. Selanjutnya G disebut grup bebas komutatif dengan
rank n.

Bukti. Diketahui G merupakan grup bebas yang dibangun oleh B = {b1, b2, . . . , bn}.
Dapat dipilih grup Z2 sedemikian sehingga untuk sebarang fungsi f : B → Z2, terdapat
dengan tunggal hohomorfisma φ : G → Z2. Diperoleh sebanyak

∣∣2B∣∣ = 2n homomor-
fisma yang berbeda dari G ke Z2. Dimisalkan C merupakan basis lain dari G, maka
dapat dipilih grup Z2 sedemikian sehingga untuk sebarang fungsi g : C → Z2, terdapat
dengan tunggal hohomorfisma ϕ : G → Z2. Diperoleh sebanyak

∣∣2C∣∣ homomorfisma

yang berbeda dari G ke Z2. Akibatnya
∣∣2B∣∣ = 2n =

∣∣2C∣∣. Diperoleh |B| = |C| = n. □
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Berdasarkan Teorema 4.3, diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 4.4. [1] Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardi-
nalitas yang sama.

Bukti. Dimisalkan F merupakan grup bebas dengan basis X dan Y . Karena F grup
bebas yang dibangun oleh X, maka dapat dipilih grup Z2 sedemikian sehingga untuk
sebarang fungsi f : X → Z2, terdapat dengan tunggal hohomorfisma φ : F → Z2.
Diperoleh sebanyak

∣∣2X ∣∣ homomorfisma yang berbeda dari F ke Z2. Karena F grup
bebas yang dibangun oleh Y , maka dapat dipilih grup Z2 sedemikian sehingga untuk
sebarang fungsi g : Y → Z2, terdapat dengan tunggal hohomorfisma ϕ : F → Z2.
Diperoleh sebanyak

∣∣2Y ∣∣ homomorfisma yang berbeda dari F ke Z2. Akibatnya
∣∣2X ∣∣ =∣∣2Y ∣∣. Jelas bahwa |X| <

∣∣2X ∣∣ = ∣∣2Y ∣∣ dan |Y | <
∣∣2X ∣∣ = ∣∣2Y ∣∣. Andaikan |X| < |Y |.

Diperoleh |X| < |Y | <
∣∣2X ∣∣. Berdasarkan asumsi Generalized Continuum Hypothesis

(GCH) yaitu untuk setiap himpunan X, tidak ada himpunan S sedemikian sehingga
|X| < |S| <

∣∣2X ∣∣, terjadi kontradiksi. Sebaliknya, andaikan |Y | < |X|. Diperoleh

|Y | < |X| <
∣∣2Y ∣∣. Berdasarkan asumsi tersebut, terjadi kontradiksi. Dengan demikian,

|X| = |Y |. □

Selanjutnya akan dipaparkan suatu teorema mengenai syarat perlu dan cukup
sebarang dua grup bebas yang isomorfis memiliki kardinalitas himpunan pembangun
bebas yang sama.

Teorema 4.5. [8] Dimisalkan F dan G merupakan grup bebas yang masing-masing
dibangun oleh X dan Y . Akibatnya F ∼= G jika dan hanya jika |X| = |Y |.

Bukti. (⇐)
Dimisalkan F danG grup bebas yang masing-masing dibangun olehX dan Y . Diketahui
|X| = |Y |. Akan ditunjukkan F ∼= G. Karena |X| = |Y |, maka terdapat suatu fungsi
bijektif k : X → Y .
Karena F grup bebas yang dibangun oleh X maka terdapat pemetaan inklusi iX :
X → F . Karena G grup bebas yang dibangun oleh Y maka terdapat pemetaan inklusi
iY : Y → G.
Dipilih grup G dan fungsi iY ◦ k : X → G. Dari Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal
suatu ϕ : F → G homomorfisma grup dengan definisi

ϕ
(
xi11 x

i2
2 . . . x

in
n

)
= iY ◦ k (x1)i1 iY ◦ k (x2)i2 . . . iY ◦ k (xn)in ,

untuk setiap xi11 x
i2
2 . . . x

in
n ∈ F . Akan ditunjukkan homomorfisma ϕ bersifat injektif.

Diambil sebarang

xi11 x
i2
2 . . . x

in
n , y

j1
1 y

j2
2 . . . yjmm ∈ F
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dengan ϕ
(
xi11 x

i2
2 . . . x

in
n

)
= ϕ

(
yj11 y

j2
2 . . . yjmm

)
. Akan ditunjukkan xi11 x

i2
2 . . . x

in
n = yj11 y

j2
2 . . . yjmm .

Diperhatikan bahwa

ϕ
(
xi11 x

i2
2 . . . x

in
n

)
= ϕ

(
yj11 y

j2
2 . . . yjmm

)
⇔ iY ◦ k (x1)i1 iY ◦ k (x2)i2 . . . iY ◦ k (xn)in = iY ◦ k (y1)j1 iY ◦ k (y2)j2 . . . iY ◦ k (ym)

jm

⇔ k (x1)
i1 k (x2)

i2 . . . k (xn)
in = k (y1)

j1 k (y2)
j2 . . . k (ym)

jm

⇔ m = n ∧ k (xp) = k (yp) ∧ ip = jp,∀p = 1, 2, . . . , n

⇔ m = n ∧ xp = yp ∧ ip = jp,∀p = 1, 2, . . . , n

⇔ xi11 x
i2
2 . . . x

in
n = yj11 y

j2
2 . . . yjmm .

Jadi,homomorfisma ϕ bersifat injektif. Akan ditunjukkan homomorfisma ϕ bersifat
surjektif. Diambil sebarang b ∈ G dengan b = bj11 b

j2
2 . . . bjmm , untuk suatu bp ∈ Y, jp ∈

Z, p = 1, 2, . . . ,m. Diperhatikan bahwa

b = bj11 b
j2
2 . . . bjmm

= k (x1)
j1 k (x2)

j2 . . . k (xm)
jm , untuk suatu xp ∈ X, p = 1, 2, . . . ,m

= iY ◦ k (x1)j1 iY ◦ k (x2)j2 . . . iY ◦ k (xm)
jm

= ϕ
(
xj11 x

j2
2 . . . xjmm

)
, dengan xj11 x

j2
2 . . . xjmm ∈ F

Jadi, homomorfisma ϕ bersifat surjektif. Dengan kata lain F ∼= G.
(⇒)
Diketahui F ∼= G. Akan ditunjukkan |X| = |Y |. Diketahui F merupakan grup bebas
yang dibangun oleh X. Dapat dipilih grup Z2 sedemikian sehingga untuk sebarang
fungsi f : X → Z2, terdapat dengan tunggal hohomorfisma φ : F → Z2. Diper-
oleh sebanyak

∣∣2X ∣∣ homomorfisma yang berbeda dari F ke Z2. Karena F ∼= G, maka
banyaknya homomorfisma yang berbeda dari F ke Z2 sama dengan banyaknya homo-
morfisma yang berbeda dari G ke Z2 yaitu

∣∣2X ∣∣ = ∣∣2Y ∣∣. Jelas bahwa |X| <
∣∣2X ∣∣ = ∣∣2Y ∣∣

dan |Y | <
∣∣2X ∣∣ = ∣∣2Y ∣∣. Andaikan |X| < |Y |. Diperoleh |X| < |Y | <

∣∣2X ∣∣. Berdasarkan
asumsi Generalized Continuum Hypothesis (GCH) yaitu untuk setiap himpunan X,
tidak ada himpunan S sedemikian sehingga |X| < |S| <

∣∣2X ∣∣, terjadi kontradiksi.

Sebaliknya, andaikan |Y | < |X|. Diperoleh |Y | < |X| <
∣∣2Y ∣∣. Berdasarkan asumsi

tersebut, terjadi kontradiksi. Dengan demikian, |X| = |Y |. □

5. PENYISIPAN PADA GRUP BEBAS

Beberapa referensi menuliskan grup bebas dengan rank n sebagai Fn. Dimisalkan
F (Y ) grup bebas yang dibangun oleh Y dan suatu S ⊆ Y , maka subgrup ⟨S⟩ dibangun
oleh S di F (Y ), merupakan grup bebas dengan basis S. Hal ini menunjukkan jika m
dan n bilangan kardinal dan n ≤ m, maka Fm dapat disisipkan ke Fn. Akibatnya grup
bebas dengan rank yang lebih besar dapat disisipkan kedalam grup bebas dengan rank
yang lebih kecil. Terlebih dahulu ini akan diberikan definisi mengenai penyisipan pada
suatu grup.
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Definisi 5.1. Suatu grup G disisipkan kedalam grup H, jika terdapat suatu monomor-
fisma ϕ : G → H. Jika ϕ(G) ⊊ H, maka dapat dikatakan G dapat disisipkan sejati ke
H dan ϕ merupakan penyisipan sejati.

Selanjutnya akan dibahas mengenai suatu proposisi yang menunjukkan bahwa se-
barang grup bebas terhitung dapat disisipkan kedalam suatu grup bebas dengan rank 2.

Proposisi 5.2. Sebarang grup bebas terhitung G dapat disisipkan kedalam suatu grup
bebas dengan rank 2.

Bukti. Untuk membuktikan proposisi ini, cukup menemukan suatu subgrup bebas dari
rank terhitung dari suatu grup bebas rank 2. Dimisalkan F2 merupakan grup bebas
dengan basis {a, b}. Dinotasikan xn = bnab−n dengan n = 0, 1, 2, . . . dan dimisalkan
S = {x0, x1, x2, . . .}.

Klaim: Himpunan S membangun bebas suatu subgrup ⟨S⟩ di F2.

Diambil sebarang w = xe1i1 x
e2
i2
. . . xenin merupakan kata tak kosong tereduksi di

S ∪ S−1. Akibatnya w dapat dipandang sebagai suatu kata di {a, b}. Dimisalkan

w = bi1ae1b−i1bi2ae2b−i2 . . . binaenb−in .

Karena w merupakan kata tereduksi di S, dipunyai ij ̸= ij+1 atau ij = ij+1 dan
ej + ej+1 ̸= 0, untuk setiap j = 1, 2, . . . , n − 1. Dilain pihak, sebarang reduksi dari w
(sebagai kata di {a, b} ) tidak mempengaruhi aej dan aej+1 pada subkata

bijaej b−ij bij+1aej+1b−ij+1

yaitu aej dan aej+1 merupakan bentuk tereduksi dari kata w di {a, b} ∪ {a, b}−1. Ak-
ibatnya bentuk tereduksi dari w adalah bukan kata kosong di F2. Jadi, S merupakan
himpunan pembangun bebas subgrup ⟨S⟩ di F2. Dengan demikian < S > merupakan
grup bebas dengan rank terhitung. □

Selanjutnya akan diberikan lema yang menunjukkan bahwa jika suatu grup diban-
gun oleh dua elemen memiliki aksi pada suatu himpunan dan memenuhi kondisi ter-
tentu, maka grup tersebut merupakan grup bebas. Lema ini dikenal sebagai Ping-pong
lema.

Lemma 5.3. (Ping-pong Lemma) Dimisalkan G merupakan suatu grup yang diban-
gun oleh himpunan a, b dan aksi terhadap suatu himpunan X. Diasumsikan terdapat
dua subset tak kosong A,B ⊆ X dengan A ∩ B = ∅, anB ⊆ A dan bnA ⊆ B, untuk
setiap bilangan bulat n ̸= 0, maka grup G merupakan grup bebas yang dibangun oleh
himpunan a, b.
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Bukti. Dimisalkan w merupakan kata tak kosong tereduksi di alfabet a±1, b±1. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diasumsikan bahwa kata w dimulai dan diakhiri dengan
a±1, karena jika tidak maka untuk m dengan w1 = amwa−m, dan w = 1 jika dan hanya
jika w1 = 1.

Dimisalkan w = an1bm1 · ank−1bmk−1ank , dengan ni,mi ̸= 0.

Diperoleh
w ·B = an1bm1 · ank−1bmk−1ank ·B

⊆ an1bm1 · ank−1bmk−1 ·A
⊆ an1bm1 · ank−1 ·B ⊆ . . .

⊆ an1 ·B
⊆ A.

Diperoleh w ̸= 1. Jadi, himpunan {a, b} membangun bebas G. □

Akibat 5.4. Suatu matriks A =

(
1 k
0 1

)
dan B =

(
1 0
k 1

)
membangun suatu

subgrup bebas dengan rank 2 dari SL2(Z).

Bukti. Dimisalkan

A1 =

{(
1 kn
0 1

)
∈ SL(2,Z | n ∈ Z)

}
B1 =

{(
1 0
kn 1

)
∈ SL(2,Z | n ∈ Z)

}
merupakan subgrup yang dibangun oleh A dan B. Didefinisikan dua subset X1 dan X2

dari R2 sebagai berikut

X1 =

{(
x
y

)
∈ R2||x| > |y

∣∣∣∣ }
X2 =

{(
x
y

)
∈ R2||y| > |x

∣∣∣∣ } .
Diperhatikan bahwaX2 tidak termuat di dalamX1. Dimisalkan φ1 =

(
1 n1k
0 1

)
∈ A1

dan

(
x2
y2

)
∈ X2. Diperoleh

φ1

(
x2
y2

)
=

(
1 n1k
0 1

)(
x2
y2

)
=

(
x2 + kn1y2

y2

)
.

Karena |y2| > |x2|, diperoleh

|x2 + kn1y2| > |(|kn1| − 1) y2| = (|kn1| − 1) |y2| ≥ |y2| .

Akibatnya φ1

(
x2
y2

)
∈ X1. Selanjutnya dimisalkan φ2 =

(
1 0
kn2 1

)
∈ B1.

Dengan menggunakan Ping-pong Lemma, subgrup dari SL2(Z) dibangun secara
bebas oleh A dan B. □
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Jika suatu grup dapat disisipkan kedalam suatu grup matriks atas lapangan
GLn(P ), maka grup tersebut merupakan grup linear. Definisi grup linear nantinya
akan digunakan sebagai salah satu sifat dari grup bebas yaitu sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear.

Definisi 5.5. Suatu grup G disebut grup linear jika G dapat disisipkan kedalam suatu
grup matriks GLn(P ), untuk suatu bilangan bulat n > 1 dan suatu lapangan P .

Berikut ini akan diberikan teorema yang menunjukkan bahwa sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear.

Teorema 5.6. Suatu grup bebas dari rank terhitung adalah grup linear. Secara umum,
grup bebas yang dibangun secara hingga adalah grup linear.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 5.2 dan Akibat 5.4, dipunyai grup G =< A,B > dengan

A =

(
1 k
0 1

)
dan B =

(
1 0
k 1

)
yang merupakan subgrup bebas di SL2(Z). Karena

SL2(Z) subgrup dari GL2(Z), akibatnya G dapat disisipkan kedalam grup matriks
GL2(Z). Dengan kata lain, grup G merupakan grup linear dan sebarang grup bebas
yang dibangun secara hingga merupakan grup linear. □

Selanjutnya akan dibahas sifat lain dari grup bebas yaitu sebarang grup bebas
merupakan grup residually berhingga. Terlebih dahulu akan dipaparkan mengenai defin-
isi dari grup residually berhingga seperti berikut ini.

Definisi 5.7. Suatu grup disebut residually berhingga jika untuk sebarang elemen tak
trivial g ∈ G terdapat homomorfisma ϕ : G → H dengan H merupakan suatu grup
berhingga sedemikian sehingga ϕ(g) ̸= 1.

6. PRESENTASE GRUP

Diberikan sebarang grup G dengan himpunan S sebagai pembangun dari G.
Berdasarkan Teorema 3.1, terdapat suatu homomorfisma ϕ : F (S) → G sedemikian
sehingga ϕ(s) = s, untuk setiap s ∈ S. Diperhatikan bahwa ϕ merupakan pemetaan

surjektif, sebab untuk setiap sj11 . . . sjnn ∈ G, terdapat s1, . . . , sn ∈ S sedemikian se-

hingga ϕ
(
sj11 . . . sjnn

)
= sj11 . . . sjnn . Dengan menggunakan Teorema Isomorfisma Per-

tama diperoleh

G ∼= F (S)/ ker(ϕ)

Diperhatikan bahwa

ker(ϕ) = {w ∈ F (S) | ϕ(w) = 1G}

=
{
sj11 . . . sjnn | ϕ

(
sj11 . . . sjnn

)
= 1G

}
=

{
sj11 . . . sjnn | ϕ (s1)j1 . . . ϕ (sn)jn = 1G

}
=

{
sj11 . . . sjnn | sj11 . . . sjnn = 1G

}
.
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Dalam hal ini, ker(ϕ) dipandang sebagai relator dari G dan suatu w ∈ ker(ϕ) disebut
sebagai relator dari G yang dibangun oleh S. Jika suatu subset R ⊆ ker(ϕ) membangun
ker(ϕ) sebagai subgrup normal dari F (S), maka subset R merupakan suatu himpunan
relasi dari G relatif terhadap S. Akibatnya, pasangan ⟨S | R⟩ disebut sebagai presen-
tasi dari G. Presentasi ⟨S | R⟩ disebut presentasi berhingga jika himpunan S dan R
merupakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan secara
berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga. Jika suatu grup G da-
pat didefinisikan sebagai suatu presentasi, maka dapat ditemukan suatu homomorfisma
dari grup G ke grup lainnya.

Lemma 6.1. Dimisalkan G =< S | R > merupakan suatu grup yang didefinisikan seba-

gai suatu presentasi (berhingga) dengan himpunan relator R =
{
rj = yji1 . . . y

j
ij
| yjik ∈

S ∪ S−1, 1 ≤ j ≤ m
}
, dan H merupakan sebarang grup. Suatu pemetaan ψ : S∪S−1 →

H dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma ψ̄ : G → H jika dan hanya jika

ψ (rj) = ψ
(
yji1

)
..ψ

(
yjij

)
= 1H , untuk setiap rj ∈ R.

Bukti. (⇒)
Diketahui grup G =< S | R > dan pemetaan ψ : S∪S−1 → H, untuk sebarang grup H.
Didefinisikan suatu pemetaan ψ̄ : G → H dengan ψ̄ (yn1

. . . ynt
) = ψ (yn1

) . . . ψ (ynt
),

untuk setiap yni
∈ S ∪ S−1. Akan ditunjukkan bahwa ψ̄ merupakan hommorfisma

grup. Diambil sebarang yn1...ynt , zk1 . . . zkp ∈ G, untuk setiap y(ni
)
, z(kj

)
∈ S ∪ S−1.

Diperhatikan bahwa

ψ̄
(
yn1 . . . yntzk1 . . . zkp

)
= yn1 . . . yntzk1 . . . zkp

= ψ̄ (yn1
. . . ynt

) ψ̄
(
zk1

. . . zkp

)
.

Jadi, terbukti bahwa pemetaan ψ̄ merupakan homomorfisma grup. Akibatnya
untuk setiap rj ∈ R, diperoleh

ψ̄ (rj) = ψ̄
(
yji1 . . . y

j
ij

)
= ψ

(
yji1

)
. . . ψ

(
yjij

)
= 1.

(⇐)

Diketahui ψ (rj) = ψ
(
yji1

)
..ψ

(
yjij

)
= 1H untuk setiap rj ∈ R. Dimisalkan η

merupakan homomorfisma natural dari F (S) ke G. Dimisalkan U = ψ
(
S ∪ S−1

)
dan

F (U) merupakan grup bebas yang dibangun oleh U . Akibatnya terdapat homomorfisma
natural λ : F (U) → H1, untuk suatu H1 subgrup di H yang dibangun oleh U =
ψ
(
S ∪ S−1

)
. Dengan menggunakan sifat universal dari grup bebas, suatu pemetaan

ψ : S ∪ S−1 → U dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma α : F (S) → F (U).
Akibatnya dipunyai suatu komposisi dari homomorfisma λ ◦ α : F (S) → H1.
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α : F (S) → F (U)
η ↓ ↓ λ
G H

Diambil sebarang g = yn1
. . . ynt

∈ G dengan yni
∈ S ∪ S−1. Tanpa mengurangi

keumuman, dapat diasumsikan bahwa suatu kata wg = yn1 . . . ynt merupakan kata
tereduksi dengan memandang wg ∈ F (S). Didefinisikan ψ̄(g) = λ ◦ α (wg). Akan
ditunjukkan pemetaan ψ̄ well-defined. Perlu ditunjukkan bahwa λ◦α (wg) = λ◦α (wb),
dengan η (wg) = η (wb), untuk setiap wg, wb ∈ F (S). Diperhatikan bahwa

η (wg) = η (wb)

⇔η
(
w−1

b wg

)
= 1F (S)

⇔w−1
b wg ∈ ker(η)

⇔∃wk ∈ ker(η), wk = w−1
b wg

⇔wg = wbwk.

Berdasarkan asumsi pada ψ, diperoleh λ◦α (wk) = 1H . Akibatnya λ◦α (wg) = λ◦α (wb)
dan pemetaan ψ̄(g) well-defined. Selanjutnya, akan ditujukkan pemetaan ψ̄ merupakan
homomrfisma grup. Diambil sebarang wa, wb ∈ F (S). Diperhatikan bahwa

ψ̄ (wawb) = λ ◦ α (wawb)

= λ (α (wawb))

= λ (α (wa)α (wb))

= λ (α (wa))λ (α (wb))

= λ ◦ α (wa)λ ◦ α (wb)

= ψ̄ (wa) ψ̄ (wb) .

Jadi, terbukti bahwa pemetaan ψ̄ merupakan homomorfisma grup. □

Pembahasan komutan diperlukan untuk mendefinisikan suatu abelianisasi dari
suatu grup. Oleh sebab itu, perlu ditunjukkan bahwa jika G adalah grup, maka komutan
dari grup G merupakan subgrup normal dari G.

Proposisi 6.2. Diberikan G merupakan grup. Suatu komutan G′ adalah subgrup nor-
mal yang dibangun oleh semua komutator dari G.

Bukti. Dimisalkan G adalah grup. Jika a, b ∈ G, maka komutator dari a dan b adalah
aba−1b−1. Didefinisikan

G′ = {x1x2 . . . xn | xi komutator di G, i = 1, 2, . . . , n} .

Dengan kata lain, himpunan G′ merupakan koleksi semua produk berhingga dari ko-
mutaorkomutator di G. Akan ditunjukkan C subgrup normal dari G.
Diperhatikan bahwaG′ bukan merupakan himpunan kosong sebab terdapat e = eee−1e−1 ∈



Karakteristik Grup Bebas 19

G′. Akibatnya, himpunanG′ memuat elemen identitas. Diambil sebarang c = x1x2 . . . xn
dan d = y1y2 . . . ym di G′, untuk setiap xi dan yi merupakan komutator di G. Diperoleh

cd = x1x2 . . . xny1y2 . . . ym ∈ G′

Diperhatikan bahwa

c−1 = (x1x2 . . . xn)
−1

= x−1
n . . . x−1

2 x−1
1 ,

sebab jika xi = aibia
−1
i b−1

i , maka x−1
i = biaib

−1
i a−1

i juga merupakan komutator di G.
Akibatnya c−1 ∈ G′. Jadi, himpunan G′ merupakan subgrup di G.

Diambil sebarang g ∈ G dan c = x1x2 . . . xn ∈ G′. Diperoleh

gcg−1 = g (x1x2 . . . xn) g
−1

= gx1
(
g−1g

)
x2

(
g−1g

)
. . .

(
g−1g

)
xng

−1

=
(
gx1g

−1
) (
gx2g

−1
)
. . .

(
gxng

−1
)

Dimisalkan xi = aibia
−1
i b−1

i , untuk setiap i = 1, 2, . . . , n. Diperoleh

gxig
−1 = gaibia

−1
i b−1

i g−1

= gai
(
g−1g

)
bi
(
g−1g

)
a−1
i

(
g−1g

)
b−1
i g−1

=
(
gaig

−1
) (
gbig

−1
) (
ga−1

i g−1
) (
gb−1

i g−1
)
.

Diperhatikan bahwa untuk setiap i, berlaku(
gaig

−1
)−1

=
(
g−1

)−1
a−1
i g−1 = ga−1

i g−1.

Akibatnya

gxig
−1 =

(
gaig

−1
) (
gbig

−1
) (
gaig

−1
)−1 (

gbig
−1

)−1
.

merupakan suatu komutator di G. Dengan demikian, gcg−1 ∈ G′. Jadi, himpunan G′

subgrup normal dari G. □

Berdasarkan Proposisi 6.2, dapat dibentuk suatu grup faktor G/G′. Proposisi
berikut ini menunjukkan bahwa grup faktor G/G′ merupakan grup komutatif.

Proposisi 6.3. Jika G grup dan G′ komutan dari G, maka grup G/G′ merupakan grup
komutatif. Selanjutnya, grup G/G′ disebut sebagai abelianisasi dari G.

Bukti. Diambil sebarang a, b ∈ G. Diperhatikan bahwa

aba−1b−1 ∈ G′ ⇔ (ab)(ba)−1 ∈ G′

⇔ abG′ = baG′

⇔ aG′bG′ = bG′aG′

□

Teorema berikut menunjukkan bahwa suatu abelianisasi dari sebarang grup bebas
merupakan grup bebas komutatif.

Teorema 6.4. Jika F (X) merupakan grup bebas yang dibangun oleh X, maka abelian-
isasi F (X)/F (X)′ merupakan grup bebas komutatif.
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Bukti. Diberikan F (X) merupakan grup bebas yang dibangun oleh X. Dimisalkan H
merupakan sebarang grup komutatif dan f sebarang pemetaan dariX keH. Berdasarkan
Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal homomorfisma g : F (X) → H sedemikian
sehingga g ◦ i = f , dengan i : X → F (X). Dibentuk homomorfisma natural π :
F (X) → F (X)/F (X)′. Berdasarkan Teorema 3.1, terdapat dengan tunggal homomor-
fisma h : F (X)/F (X)′ → H sedemikian sehingga h ◦ π = g. Akibatnya, h ◦ (π ◦ i) = f .
Berdasarkan Akibat 3.2, diperoleh bahwa F (X)/F (X)′ merupakan grup bebas komu-
tatif yang dibangun oleh X. □

Secara umum, jika diberikan

G =< s1, . . . , sn | r1, . . . , rm >

maka
G/G′ =< s1, . . . , sn | r1, . . . , rm, [si, sj ] (1 ≤ i < j ≤ n) >

Teorema berikut ini akan menunjukkan bahwa jika diberikan suatu grup dengan
presentasi berhingga, maka presentasi abelianisasi dari grup tersebut juga berhingga.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika diberikan suatu grup G, maka terdapat
homomorfisma dari abelianisasi G ke sebarang grup faktor dari G.

Akibat 6.5. Dimisalkan G grup dan H merupakan grup faktor komutatif dari G. Jika
pemetaan v : G → G/G′ dan ψ : G → H merupakan homomorfisma natural, maka
terdapat suatu homomorfisma φ : G/G′ → H sedemikian sehingga

Bukti. Diberikan himpunan S = {s1, . . . , sn} dan R = {r1, . . . , rm}. Dimisalkan G =<
S | R > grup dan pemetaan v : G → G/G′ homomorfisma natural. Akan ditunjukkan
G/G′ =< v(S) >. Diperhatikan bahwa < v(S) >⊆ G/G′. Diambil sebarang p ∈ G/G′

dengan p = v(a), untuk suatu a ∈ G. Karena G =< S >, maka terdapat y1, . . . , yn ∈ S

sedemikian sehingga a = yk1
1 . . . ykn

n . Diperoleh

p = v(a)

= v
(
yk1
1 . . . ykn

n

)
= v (y1)

k1 . . . v (yn)
kn

∈< v(S) >

Jadi, terbukti bahwa G/G′ =< v(S) >.
Selanjutnya untuk setiap si ∈ S, v (si) cukup dinotasikan dengan si.
Dimisalkan presentasi dariG/G′ adalah< s1, . . . , sn | r1, . . . , rm, [si, sj ] (1 ≤ i < j ≤ n) >.
Didefinisikan pemetaan φ′ : v(S) → H dengan φ′ (si) = ψ (si), untuk setiap si ∈ S.
Diambil sebarang rj ∈ R. Karena rj = 1G dan ψ merupakan homomorfisma grup, maka
diperoleh φ′ (rj) = ψ (rj) = 1H . Lebih lanjut, untuk setiap 1 ≤ 1 < j ≤ n diperoleh
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φ′ ([si, sj ]) = ψ ([si, sj ])

= ψ
(
sisjs

−1
i s−1

j

)
= ψ (si)ψ (sj)ψ

(
s−1
i

)
ψ
(
s−1
j

)
= 1H .

Berdasarkan Lemma 6.1, pemetaan φ′ dapat diperluas kedalam suatu homomorfisma
φ : G/G′ → H. □

7. PENUTUP

7.1. Kesimpulan. . Berdasarkan pembahasan dalam bab-bab sebelumnya dapat di-
ambil beberapa kesimpulan sebagai berikut

(1) Definisi grup bebas tidak terlepas dari pembahasan mengenai himpunan pem-
bangun bebas. Jika G grup dan memuat himpunan pembangun bebas X, maka
G disebut grup bebas. Dengan kata lain, untuk setiap kata tak kosong tere-
duksi pada X mendefinisikan suatu elemen tak trivial pada G. Lebih lanjut,
himpunan pembangun bebas X disebut sebagai basis dari G dan kardinalitas
dari basis X disebut sebagai rank dari G.

(2) Diberikan G grup yang dibangun oleh S ⊆ G. Grup G merupakan grup bebas
yang dibangun oleh S jika dan hanya jika G memenuhi sifat pemetaan universal
grup bebas. Setiap pemetaan ϕ : S → H dengan H adalah sebarang grup, maka
dapat diperluas menjadi suatu homomorfisma tunggal ϕ̄ : G→ H seperti pada
diagram berikut.

(3) Basis pada grup bebas komutatif merupakan sebarang grup komutatif yang
memuat himpunan basis.

(4) Sifat-sifat grup bebas yang dibahas pada penelitin ini adalah sebagai berikut:
(a) Setiap grup isomorfis dengan grup faktor dari suatu grup bebas.
(b) Jika X = {x}, maka F (X) ∼= Z.
(c) Jika G grup bebas komutatif dengan basis B = {b1, b2, . . . , bn}, maka n

ditentukan oleh G secara tunggal. Selanjutnya G disebut grup bebas ko-
mutatif dengan rank n.

(d) Sebarang dua basis dari suatu grup bebas komutatif mempunyai kardinal-
itas yang sama.

(e) Dimisalkan F dan G merupakan grup bebas yang masing-masing dibangun
oleh X dan Y . Akibatnya F ∼= G jika dan hanya jika |X| = |Y |.
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(5) Dimisalkan F (Y ) grup bebas yang dibangun oleh Y dan suatu S ⊆ Y , maka
subgrup < S > dibangun oleh S di F (Y ), merupakan grup bebas dengan basis
S. Hal ini menunjukkan jika m dan n bilangan kardinal dan n ≤ m, maka Fm

dapat disisipkan ke Fn. Akibatnya grup bebas dengan rank yang lebih besar
dapat disisipkan kedalam grup bebas dengan rank yang lebih kecil.

(6) Presentasi < S|R > disebut presentasi berhingga jika himpunan S dan R meru-
pakan himpunan berhingga. Suatu grup disebut sebagai dipresentasikan secara
berhingga jika mempunyai setidaknya satu presentasi berhingga.

7.2. Saran. Berdasarkan penelitian yang telah penulis lakukan maka dapat disam-
paikan beberapa saran sebagai berikut:

(1) Penelitian ini hanya membahas gambaran kecil mengenai grup bebas. Bagi
peneliti selanjutnya, diharapkan dapat memperluas pembahasan terkait grup
bebas yang lebih detail.

(2) Pembahasan grup bebas dan konsep presentasi grup oleh generator dan relasi
termuat dalam konsep teori grup kombinatorial. Ini banyak digunakan dalam
topologi geometris dan grup fundamental dari kompleks sederhana yang memi-
liki presentasi secara alami dan geometris. Diharapkan ada penelitian selanjut-
nya mengenai konsep teori grup kombinatorial secara detail.

Demikian saran-saran dari penulis. Semoga penelitian ini dapat menjadi inspi-
rasi bagipenelitian-penelitian selanjutnya terutama dalam ilmu matematika khususnya
dalambidang aljabar.
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