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FUNGSI BAIRE-1 STABIL YANG DIBANGUN OLEH

FUNGSI-CL TERGENERALISASI
(STABLE BAIRE-1 FUNCTIONS GENERATED BY
GENERALIZED CL-FUNCTIONS)

M HUSEN AL FARISY*, ATOK ZULIJANTO

Abstract. In this paper we prove that a function of two variables which is continuous
with respect to the first variable and generalized Lipschitz with respect to the second
variable (in short generalized CL-functions) may generate a stable Baire-1 function.

Keywords: Stable Baire-1 functions, Generalized Lipschitz functions, generalized CL-

functions.

Abstrak. Dalam makalah ini dibuktikan bahwa fungsi dua variabel yang kontinu ter-
hadap variabel pertama dan Lipschitz tergeneralisasi terhadap variabel kedua (disingkat
fungsi-CL tergeneralisasi) dapat membangun fungsi Baire-1 stabil.

Kata-kata kunci: Fungsi Baire-1 stabil, fungsi Lipschitz tergeneralisasi, fungsi-CL ter-

generalisasi.

1. PENDAHULUAN

Diberikan ruang metrik X,Y, dan Z. Fungsi f : X x Y — Z dikatakan kontinu
terpisah jika untuk sebarang (z,y) € X xY berlaku f(z,:): Y — Z dan f(-,y) : X = Z
kontinu. Telah diketahui bahwa setiap fungsi kontinu f : X x Y — Z merupakan
fungsi kontinu terpisah, sebaliknya belum tentu berlaku. Baire [1] membuktikan setiap
fungsi kontinu terpisah bernilai real merupakan fungsi Baire-1. Fungsi g : X — Y
disebut diagonal fungsi f : X x X — Y jika memenuhi g(z) = f(x,z) untuk semua
x € X. Baire [1] juga membuktikan bahwa diagonal fungsi kontinu terpisah dua variabel
yang bernilai real merupakan fungsi Baire-1. Penelitian yang dilakukan oleh Baire [1]
dilanjutkan oleh Lebesgue [8] untuk kasus variabel lebih dari dua. Selain Baire [1] dan
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Lebesgue [8], banyak peneliti yang meneliti tentang fungsi kontinu terpisah dan fungsi
Baire-1, di antaranya [3], [5], [7], dan [10].

Karlova [7] meneliti diagonal dari analogi fungsi kontinu terpisah dengan meng-
ganti sifat kekontinuan terhadap variabel kedua menjadi Lipschitz atau terdiferensial
Fréchet. Fungsi dua variabel yang kontinu terhadap variabel pertama dan Lipschitz
terhadap variabel kedua disebut fungsi-CL. Karlova [7] memberikan karakterisasi diag-
onal fungsi-CL dengan menggunakan fungsi Baire-1 stabil, sebagaimana tertulis dalam
teorema berikut.

Teorema 1. ([7], Theorem 5.5) Diberikan ruang metrik (X,dx), ruang metrik ter-
hubung setara (Z,\) dengan A\ Lipschitz terhadap variabel ketiga, Z € o AE(X), dan
g : X — Z. Pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen.

(i) Pungsi g merupakan fungsi Baire-1 stabil.

(ii) Terdapat fungsi f : X x X — Z dengan diagonal g yang kontinu terhadap
variabel pertama dan Lipschitz terhadap variabel kedua.

(iii) Terdapat fungsi f : X x X — Z dengan diagonal g yang kontinu terhadap
variabel pertama dan Lipschitz titik demi titik terhadap variabel kedua pada
A={(zr,z) :x € X}.

Di sisi lain, Miculescu [9] memperumum definisi fungsi Lipschitz menjadi Lips-
chitz terhadap suatu fungsi, sebagai berikut: fungsi f dari ruang metrik (X,dx) ke
ruang metrik (Y, dy) disebut fungsi Lipschitz terhadap fungsi ¢ : X — X, jika terda-
pat M > 0 sehingga berlaku dy (f(z), f(y)) < Mdx (¢(z),€(y)) untuk semua z,y € X.
Fungsi Lipschits terhadap suatu fungsi yang didefinisikan oleh Miculescu [9] tersebut, di-
namakan fungsi Lipschitz tergeneralisasi. Definisi tersebut memungkinkan untuk mem-
perumum fungsi-CL menjadi fungsi yang kontinu terhadap variabel pertama dan Lip-
schitz tergeneralisasi terhadap variabel kedua, yang selanjutnya dinamakan fungsi-CL
tergeneralisasi. Pada artikel ini, sebagian Teorema 1, yaitu (iii) = (i) akan dibuktikan
untuk fungsi-CL tergeneralisasi. Lebih tepatnya, dalam artikel ini dibuktikan sifat
berikut: Diberikan ruang metrik (X, dx ), ruang metrik terhubung setara (Z, \) dengan
Z € cdAE(X), dan fungsi kontinu bijektif ¢ : X — X. Jika fungsi f : X x X — Z
memenuhi

dz(f(x, £(y)), f (2, €(x))) < adz(f(2,y), f(2,2))

untuk suatu a > 1, dan untuk semua (z,y) € X x X fungsi f(-,y) kontinu dan f(x,-)
Lipschitz terhadap fungsi £ : X — X pada Ay, = {(z,4(z)) : « € X}, maka fungsi
h: X — Z dengan h(z) = f(x,£(x)) fungsi Baire-1 stabil. Diperhatikan bahwa jika ¢
adalah fungsi identitas dan ¢ = 1, maka fungsi f ini akan menjadi fungsi f di Teorema
1 bagian (iii).
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2. FUNGSI YANG DIBANGUN OLEH FUNGSI-CL
TERGENERALISASI

Sebelum dibuktikan bahwa fungsi Baire-1 stabil dapat dibangun oleh fungsi-CL
tergeneralisasi, terlebih dahulu diberikan definisi fungsi Lipschitz tergeneralisasi dan
definisi ruang terhubung setara (equiconnected spaces).

Definisi 2. ([9]) Diberikan ruang metrik (X,dx) dan (Y,dy). Fungsi f : X — Y
dikatakan Lipschitz terhadap fungsi € : X — X pada A C X, apabila terdapat konstanta
L > 0 sehingga

dy (f(x), f(y)) < Ldx (£(z),L(y))
untuk semua x,y € A.

Definisi 3. ([7]) Diberikan ruang topologi X dan fungsi kontinu A : X x X x[0,1] — X.
Pasangan (X, ) disebut ruang terhubung setara apabila untuk semua x,y € X dan
t € [0,1] berlaku:

(1) Mz, y,0) = x;

(2) Az,y,1) =y;
(3) Az, z,t) ==.

Selanjutnya, diberikan teorema yang telah dibuktikan oleh Karlova [7] untuk mem-
buktikan Teorema 6 sebagai salah satu hasil di dalam artikel ini.

Teorema 4. ([7], Proposition 4.1) Diberikan ruang topologi X, ruang metrik (Y,dy)
dan (Z,dz), fungsi kontinug : X =Y, dan C,§ > 0. Jika fungsi f : X XY — Z kontinu
terhadap variabel pertama dan untuk setiap © € X dany € Y dengan dy (y,g(x)) <
berlaku

dz (f(z,y), f(z,9(x))) < Cdy (y,9(x)),
maka fungsi h: X — Z dengan h(zx) = f(x, g(z)) kontinu.

Pada teorema selanjutnya, yaitu Teorema 6, ditunjukkan fungsi-CL tergeneralisasi
dengan syarat tertentu merupakan fungsi kontinu-o. Terlebih dahulu diberikan definisi
fungsi kontinu-o yang definisinya dapat dilihat di [2] dan [4].

Definisi 5. ([4]) Diberikan ruang topologi X dan Y. Fungsi f : X — Y dikatakan
kontinu-o jika terdapat C liput tertutup terhitung X sehingga f|c kontinu untuk setiap
CeC.

Setelah diberikan definisi fungsi kontinu-o, akan ditunjukkan eksistensi fungsi
kontinu-o yang dibangun oleh fungsi-CL tergeneralisasi.

Teorema 6. Diberikan ruang topologi X, ruang metrik (Y,dy) dan (Z,dz), fungsi
kontinu g : X — Y, fungsi kontinu bijektif £ :' Y — Y, dan fungsi f : X XY — Z
sehingga

dz (f(z, €(y)), f(z,€(g(x)))) < adz(f(z,y), f(z,9(x)))
untuk suatu a > 1. Jika untuk sebarang (xz,y) € X XY fungsi f(-,y) kontinu dan f(z,-)
Lipschitz terhadap fungsi ¢ pada E = {(z,l(g(x))) : © € X}, maka fungsi h : X — Z
dengan h(x) = f(z,0(g(x))) merupakan fungsi kontinu-c.
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Bukti. Untuk setiap n € N, lambang A,, menyatakan himpunan semua = € X sehingga
untuk setiap y € Y dengan dy (¢(y), £(g(z))) < 1 berlaku

dz(f (2, £(y)), [(x,£(g(x)))) < ndy (L(y), (g(x)))-

Diambil sebarang n € N, pertama akan ditunjukkan A, C Ajy,. Diambil sebarang z( €
X \ Aap,, akan dibuktikan xo € X \ A,. Dinamakan yg = g(z¢). Karena xo € X \ Asy,
maka dapat dipilih y € Y dengan £(y) # ¢(yo) sehingga

Ay (L), €) < 5

dan

dz(f(zo, £(y)), f (2o, £(yo)) > 2ndy (£(y), {(yo))-
Selanjutnya, didefinisikan fungsi oy : X — R dan 3, : X — R dengan

ay(x) = dz(f(z,(y)), f(z,€(yo)))
dan
By(x) = dy (£(y), £(g(x)))-
Karena metrik merupakan fungsi kontinu dan f(-,y) kontinu untuk sebarang y € Y,
maka «, dan f, kontinu pada X. Karena ,(z¢) > 0, maka fungsi ¢, : X — R dengan
oy (z)
D = @)

kontinu di zy. Akibatnya terdapat U; persekitaran xy sehingga untuk semua xz € U

berlaku
o () = dz (f(z,£(y)), f (2, £(y0)))
Y dy (€(y), €(g(x)))
Selanjutnya, diperhatikan bahwa fungsi ¢, : X — R dengan
Yy(x) = dy (L(g(x)), £(y0)) — dy (£(y), £(g()))
kontinu di titik z9. Karena 1, kontinu di z¢ dan t¢,(z¢) < 0, maka terdapat U

persekitaran z sehingga untuk setiap = € Us berlaku

dy (L(g(x)), £(yo)) < dy (£(y), £(g(x)))-

Karena g kontinu di zyp dan ¢ : Y — Y kontinu, maka terdapat Us persekitaran xg
sehingga untuk setiap x € Us berlaku

dy (£(g ), £(y0)) < 5

Selanjutnya, dinamakan Uy = U; N Uy N Us dan akan dibuktikan Uy N A,, = 0.
Diambil sebarang = € Uy. Perhatikan bahwa

dz (f (@, £(y)), f (2, €(yo))) < dz(f (2, £(y)), f(, £(g(x)))) +dz(f (z, €(g(x))), f(z, £(y0)))-
Karena itu terdapat y* € {€(y),€(yo)} sehingga

dz(f(x,y7), f (2, €(g(x)))) = %dz(f(%ﬁ(y)%f(fﬂaf(yo)))

> 2n.
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Diperhatikan juga bahwa

dy (£(y), £(g(z))) < dy (L(y), £(yo)) + dy (E(yo), L(g(x)))
dan dy (€(yo), £(g(2))) < 5= < L. Karena itu
ay ", (o) < -
dan

dz(f(z,y"), [(z,£(9(2)))) _ 1dz(f(z,l(y)), (2, ((y0))) _ 1

. > = —p, () > n.
& (o, A9 (@) 2 () gty 22
yang berarti Uy N A,, = 0. Jadi A,, C Ay,. Untuk setiap n € N didefinisikan F,, = A,,.
Karena F,, C Ay,, maka berdasarkan Teorema 4 diperoleh h|g, kontinu.

Selanjutnya, akan ditunjukkan (J, .y Fn, = X. Berdasarkan definisi F),, jelas
bahwa (J,cny Fn € X. Diambil sebarang 2 € X, akan dibuktikan terdapat n € N
sehingga = € F,. Karena f(z,:) : Y — Z Lipschitz terhadap fungsi ¢ pada E =
{(z,2(g(x))) : * € X}, maka terdapat L > 0 sehingga untuk semua y € Y berlaku

dz(f(z,y), f(z,9(x))) < Ldy (£(y), £(g(z))).

Dipilih n bilangan asli terkecil yang lebih dari aL. Untuk semua y € Y dengan
dy (U(y), £(g(z))) < L berlaku

dz(f(x,€(y)), f(x, (9(x))))

< adz(f(z,y), f(z,9(x)))

< aldy({(y),4(g9(x)))

< ndy (£(y), ((g(x)))-

Jadi z € F,,, karena itu h : X — Z dengan h(x) = f(z,¢(g(x))) kontinu-o. O

Jika fungsi g dalam Teorema 6 merupakan fungsi identitas, diperoleh Teorema 7
berikut.

Teorema 7. Diberikan ruang metrik (X,dx) dan (Z,dz), fungsi kontinu bijektif € :
X — X, serta fungsi f : X x X — Z sehingga

dz(f(z, £(y)), f(z, l(x))) < adz (f(z,y), f(z,x))
untuk suatu a > 1. Jika untuk sebarang (z,x) € X x X, fungsi f(-,x) kontinu dan
f(z,-) Lipschitz terhadap fungsi £ : X — X pada himpunan Ay = {(z,4(z)) : © € X},
maka fungsi h: X — Z dengan h(z) = f(x,l(x)) kontinu-c.

Bukti. Didefinisikan fungsi g : X — X dengan g(z) = x, diperoleh g kontinu. Selan-
jutnya, didefinisikan himpunan
E={(z,0(g(x))) :x € X}.
Karena ¢ fungsi identitas, maka A, = E dan untuk sebarang (z,z) € X x X berlaku

f(z,-) Lipschitz terhadap fungsi £ : X — X pada E. Berdasarkan Teorema 6, didap-
atkan f(x,0(g(x))) = f(z,€(z)) = h(x) kontinu-o. O
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Sebelum ditunjukkan bahwa fungsi-CL tergeneralisasi dapat membangun fungsi
Baire-1 stabil, terlebih dahulu diberikan definisi fungsi Baire-1 stabil yang dapat dilihat
di [6].

Definisi 8. ([6]) Diberikan ruang topologi X dan'Y .

(1) Barisan fungsi (fn), dengan f, : X — Y untuk setiap n € N, dikatakan kon-
vergen stabil ke f : X — Y jika untuk setiap x € X terdapat N € N sehingga
untuk setiap n > N berlaku f,(x) = f(x).

(2) Fungsi f : X — Y disebut fungsi Baire-1 stabil jika terdapat barisan fungsi
kontinu (f,) dari X ke Y sehingga (f,) konvergen stabil ke f.

Selanjutnya, akan dimanfaatkan konsep ekstensor mutlak (absolute extensor) un-
tuk ruang topologi. Berikut definisi ekstensor mutlak.

Definisi 9. ([4]) Diberikan ruang topologi X dan Z. Jika untuk sebarang himpunan
tertutup A C X dan fungsi kontinu g : A — B dengan B C Z memiliki perluasan fungsi
kontinu f: X — Z, maka (Z, B) disebut ekstensor mutlak untuk X.

Himpunan semua ekstensor mutlak untuk ruang topologi X dinotasikan dengan
AE(X). Selanjutnya, jika (Z,7) € AFE(X), maka cukup ditulis dengan Z € AE(X).
Selain ekstensor mutlak, terdapat konsep tentang ekstensor mutlak sigma, berikut defin-
isinya.

Definisi 10. ([4]) Diberikan ruang topologi X dan Z. Jika Z memiliki liput terhitung
{Z, : n € N} dengan Z, himpunan tertutup Gs sehingga berlaku (Z,Z,) € AE(X)
untuk setiap n € N, maka Z disebut ekstensor mutlak sigma untuk X, ditulis Z €
cAE(X).

Selanjutnya, sebarang ruang topologi X disebut ruang normal apabila untuk se-
barang himpunan tertutup A, B C X yang tidak beririsan terdapat himpunan terbuka
U dan V sehingga UNV =0, A C U dan B C V. Lebih lanjut, setiap ruang metrik
merupakan ruang normal.

Banakh [4] membuktikan fungsi kontinu-o pada ruang lintasan-terhubung meru-
pakan fungsi Baire-1 stabil. Sebelum itu, diberikan terlebih dahulu definisi ruang
lintasan-terhubung.

Definisi 11. ([11]) Diberikan ruang topologi X . Jika untuk sebarang xg,x1 € X terda-
pat fungsi kontinu f : [0,1] — X sehingga

f(0) = zo dan f(1) = x4,
maka X disebut ruang lintasan-terhubung (path-connected spaces).

Teorema 12. ([4], Theorem 6.3) Diberikan ruang normal X dan ruang lintasan-terhubung
Y dengan'Y € 0 AE(X). Jika f : X =Y fungsi kontinu-o, maka f fungsi Baire-1 sta-
bil.

Dapat ditunjukkan setiap ruang terhubung setara (equiconnected) merupakan ru-
ang lintasan-terhubung.
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Lema 13. Setiap ruang metrik terhubung setara (Z,\) merupakan ruang lintasan-
terhubunyg.

Bukti. Diambil sebarang z1, zo € Z dengan z; # 22, dan didefinisikan fungsi f : [0,1] —
7 dengan

f(@) = A(z1, 22, ).
Jelas bahwa f kontinu dan diperoleh

f(0) =z dan f(1) = 2o,
jadi Z ruang lintasan-terhubung. (I

Pada Teorema 14 berikut ini ditunjukkan hasil utama dari penelitian ini, yaitu
terbentuknya fungsi Baire-1 stabil dari fungsi-CL tergeneralisasi.

Teorema 14. Diberikan ruang metrik (X,dx), ruang metrik terhubung setara (Z,\)
dengan Z € c AE(X), dan fungsi kontinu bijektif ¢ : X — X. Jika fungsi f : XxX — Z
memenuhi

dz (f(x, £(y)), f (2, (z))) < adz(f(z,y), f(z,2))
untuk suatuy a > 1, dan untuk semua (x,y) € X x X fungsi f(-,y) kontinu dan f(x,-)
Lipschitz terhadap fungsi £ : X — X pada Ay = {(x,4(z)) : * € X}, maka fungsi
h: X — Z dengan h(x) = f(z,¢(x)) fungsi Baire-1 stabil.

Bukti. Berdasarkan Teorema 7, fungsi h kontinu-o. Karena X ruang metrik, maka X
ruang normal. Berdasarkan Teorema 13, Z ruang lintasan-terhubung (path-connected).
Berdasarkan Teorema 12 diperoleh h fungsi Baire-1 stabil. (]
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